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Temi di ricerca

I) Razionalità di spazi di moduli di curve. 

I problemi di razionalità per spazi di moduli sono un problema classico che possiamo far risalire a F. Severi (1915) il quale congetturò la razionalità (o almeno l’unirazionalità) di Mg , lo spazio dei moduli delle curve lisce di genere g. Anche se, come sappiamo dopo il risultato eclatante di Harris-Mumford (1982), tale congettura è falsa, a partire dai primi anni ’80 le questioni di razionalità per spazi di moduli di curve hanno interessato vari matematici e si contano contributi di Bogomolov, Catanese, Dolgachev, Katsylo, Shepherd-Barron ed altri. Il punto sullo «stato dell’arte» è stato fatto da Dolgachev, prima a Bowdoin nel 1985 e poi a Firenze nel 1995. Da questi rapporti appare chiaro l’interesse per questioni di razionalità riguardanti anche sottovarietà geometricamente definite di Mg. In questo ambito ricordiamo i risultati di razionalità del luogo iperellittico Hg dovuto a Bogomolov-Katsylo e del luogo trigonale Tg dovuto a Shepherd-Barron. 

A. Del Centina porta avanti questa problematica ormai da molti anni e ha al suo attivo vari risultati in questo campo. 

Ad ottobre si è tenuto a Torino il «Workshop on Rationality Problems», organizzato nell’ambito del progetto di ricerca nazionale in Geometria Algebrica, Dolgachev ha fatto il punto per quanto riguarda la razionalità di spazi di moduli riportando anche sui recenti risultati di Del Centina (e coautori) sull’argomento. 

Nel periodo gennaio ’98 dicembre ’99 l’attività di ricerca di A. Del Centina si è concentrata principalmente su le seguenti questioni: 

a) razionalità di certi spazi di curve trigonali 

b) caratterizzazione delle curve biellittiche di genere g>5 via invarianti scrollari e razionalità dello spazio dei moduli di tali curve con una g^1_4 fissata, 

c) razionalità di spazi di curve piane di grado d dotate di d-flessi.

II) Sottovarietà di codimensione due di P^n.

Un semplice conto di parametri mostra che ogni curva proiettiva può essere immersa in P^3, mentre lo stesso argomento mostra che c'è a priori un'ostruzione a immergere una varietà di dimensione m-2 in P^m se m>3. In effetti un celebre risultato di Severi afferma che l'unica superficie liscia di P^4 non linearmente normale è la superficie di Veronese; questo risultato è stato esteso da Zak, in particolare ogni sottovarietà di codimensione due di P^n, n>4, è linearmente normale. Sembra quindi difficile costruire sottovarietà lisce di codimensione due se n > 3. Un altro risultato in questa direzione è il teorema di Barth, secondo il quale una varietà di codimensione due di P^n ha Pic = Z.H se n > 5. Finalmente un'altra osservazione: se n > 3, il fibrato normale di una sottovarietà di codimensione due ha una seconda classe di Chern, e questo è importante per considerazioni tipo “Severi-Lefschetz”. Queste considerazioni motivano la congettura di Hartshorne (1974): ogni sottovarietà liscia di codimensione due in P^n è intersezione completa se n > 5. Visto la corrispondenza di Serre e i risultati di Barth, questa congettura è equivalente a dire che ogni fibrato di rango due su P^n è spezzato se n > 6 (si pensa che questo sia vero anche per P^5). Più generalmente sembra che la classificazione delle sottovarietà di codimensione due di P^n vada semplificandosi man mano che n cresce. Per esempio una superficie non di tipo generale in P^4 ha grado, d, limitato (si congettura d<16); stessa situazione per i volumi di P^5. Ellia e Franco hanno portato alcune contribuzioni a queste problematiche. In (8) si verifica la congettura di Hartshorne per le sottovarietà aritmeticamente 1 o 2-Buchsbaum; in (11) si mostra che una superficie razionale di P^4 rigate in curve di grado <5, ha grado al più 12 e che se S è isomorfa a uno scoppiamento di F_n immerso con un sistema “semplice”, allora deg(S)<13; in (13) si mostra che le superfici con h^0(w(-1))=0 (risp. p_g=0) su un'ipersuperficie di grado 4 con singolarità isolate hanno un grado limitato (le superfici non di tipo generale (risp. razionali) soddisfano questa condizione); il risultato forse più notevole(?) è contenuto nel preprint (2) dove si mostra che ogni sottovarietà di codimensione due di P^n contenuta in un'ipersuperficie di grado n-1 è intersezione completa se n = 5 o 6 (se n=5 bisogna assumere la sottovarietà sottocanonica).

In (12) si dimostra che se E è un fibrato di rango due su P^3, e se C è la generica sezione di E(k) (k>>0) allora la gonalità di C si calcola con una multisecante di ordine massimo (cioè considerando il fascio di piani per la multisecante); inoltre nel caso delle curve razionali e delle intersezioni complete si dimostra che le strate della stratificazione per le multisecanti dello schema di Hilbert sono irriducibili, della dimensione attesa.

In (9) ci sono alcune considerazioni e risultati (parziali) sul tema: “come può variare la coomologia in una famiglia piatta di curve di P^3” (per es. una famiglia di intersezioni complete lisce può specializzare a una curva liscia non intersezione completa?).

In (10) si costruiscono curve con “buone risoluzioni” studiando il luogo di degenerazione di morfismi tra fibrati spezzati.

In (15) si generalizza un risultato di Beorchia-Ellia (una curva sottocanonica, liscia in P^3 è autolegata se e solo se è intersezione completa (ch(k)=0)).

III) Geometria birazionale delle varieta' unirigate di dimensione 3. 

L'obiettivo della classificazione birazionale delle varieta' algebriche proiettive e' di isolare dei rappresentanti o modelli standard, in ogni classe di equivalenza birazionale per poi studiare tali modelli, si pensi ad esempio al lavoro della scuola italiana di inizio secolo sulle superfici. 
Negli ultimi venti anni Kawamata, Kollar, Mori, Shokurov ed altri hanno proposto un programma che generalizza lo studio delle (-1)-curve sulle superfici, in ogni dimensione. Questa teoria individua due grosse famiglie di oggetti "semplici": i modelli minimali, cioe' varieta' che abbiano la classe canonica nef, e gli spazi fibrati di Mori, ossia varieta' la cui classe anticanonica sia relativamente ampia rispetto ad un qualche morfismo fibrato. Uno dei massimi risultati di questo programma, detto appunto, dei modelli minimali, e' stato il suo completamento in dimensione 3, vale a dire ogni 3 varieta' proiettiva e' birazionale o ad un modello minimale o ad uno spazio di Mori. 

In particolare ogni 3 varieta' unirigata e' birazionale ad uno spazio di Mori ed una miglior comprensione delle prime passa attraverso lo studio di questi spazi e del loro gruppo birazionale. 

Massimiliano Mella, in collaborazione con Alessio Corti, Cambridge University, ha studiato delle particolari quartiche singolari, mostrando l'esistenza di modelli birigidi, ossia con solo due modelli birazionali distinti. 
Inoltre Corti e Mella hanno studiato le quartiche Q-fattoriale con un numeri arbitrario di nodi semplici, dimostrandone la rigidità. Questi risultati sono parte di un lavoro in preparazione. 

Massimiliano Mella usando la nozione di #-Minimal Model ha studiato degli aspetti della geometria birazionale delle 3-varietà legata alla presenza di molte superfici birazionalemente rigate. 
 

I risultati ottenuti sono documentati dalle seguenti pubblicazioni: 

1) Del Centina, A.: "Covers of degree four and the rationality of the moduli space of curves of genus five with a vanishing theta-null", Math. Proc. Cambridge 124 (1998) 265-274 [con G. Casnati] 

2) Del Centina, A.: "Bielliptic curves of genus three; canonical models and moduli space", Indagationes Math. 10 (1999) 183-190 [con F. Bardelli] 

3) Del Centina, A.: "On certain spaces associated to tetragonal curves of genus 7 and 8", in Commutative Algebra and Algebraic Geometry, Lecture Notes in Pure and Applied Mathematics Series 206, 35-46 (1999) [con G. Casnati] 

4) Del Centina, A.: "The rationality of certain spaces associated to half-canonical extremal curves", J. Of Pure and Appl. Algebra 141 (1999) 201-209 [con G. Casnati] 

5) Del Centina, A.: "Ramification points of double coverings of curves and Weierstrass points", Annali di Mat. Pura e Appl. CLXXVII (1999) 293-313 [con E. Ballico] 

6) Ellia, Ph.: "Some classes of non general type subvarieties of codimension two in Pn" (Ann. Univ. Ferrara), vol. XLIII, 135-156 (1997) [with A.C. De Candia] 

7) Ellia, Ph.: "Fat points on rational normal curves", J. of Algebra,216, 600-619 (1999) [with. M.V Catalisano-A. Gimigliano] 

8) Ellia, Ph.:"On codimension two k-Buchsbaum subvarieties of Pn", in Commutative Algebra and Algebraic Geometry, Lecture Notes in Pure and Applied Mathematics Series 206, 81-92 (1999) [with A. Sarti] 

9) Ellia, Ph.: "Smooth specializations of space curves: questions and examples", in Commutative Algebra and Algebraic Geometry, Lecture Notes in Pure and Applied Mathematics Series 206, 53-80 (1999) [with R. Hartshorne] 

10) Ellia, Ph.:"Le problème de Brill-Noether pour les fibrés de Steiner et application", Ann. Sc. Ecole Norm. Sup., 32, 835-857 (1999) [with A. Hirschowitz-L. Manivel] 

11) Ellia, Ph.:"A note on rational surfaces in P4", in corso di stampa (J. Pure and Applied Algebra) 

12) Ellia, Ph.-Franco, D.:"Gonality, Clifford index and multisecants of space curves", in corso di stampa (J. Pure and Applied Algebra) 

13) Ellia, Ph.-Franco, D.:"Smooth surfaces in P4 lying on hyperquartics with isolated singularities", in corso di stampa (Comm. in Algebra) 

14) Franco, D.-Lascu, A.:"Curves contractable in general surfaces", in Commutative Algebra and Algebraic Geometry, in Lecture Notes in Pure and Applied Mathematics Series 206, 93-116, (1999) 

15) Franco, D.-Kleiman,S.-Lascu, A.: "Gherardelli's linkage theorem and complete intersections", in corso di stampa (Michigan Math. J.) 

16) Mella, M.:"On Del Pezzo fibrations", Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, n. XXVIII,615-639 (1999) 

17) Mella, M.: "Existence of good divisors on Mukai varieties", J.A.G., n. 8, 197-206 (1999) 

Preprints: 

1) Del Centina, A.:"On certain loci of curves of genus g³4 with Weierstrass points whose first non-gap is three", preprint [con G. Casnati] 

2) Ellia, Ph.-Franco, D.:"On codimension two subvarieties of P6", preprint (alg.geom....) 

3) Mella, M.:"Minimal models of uniruled 3-folds", preprint.

_____________________________________________________________________________

Dottorandi: Stefano Brangani (consorzio Bologna-Ferrara) e Alessandro Arsie (SISSA) stanno facendo la tesi di dottorato con Ellia. 

PARTECIPAZIONE A CONGRESSI PER RELAZIONI SU INVITO: 

1. Ellia:”Some results on codimension two subvarieties in projective space“Conference in Honour of D. Buchsbaum” Catania, 6/10 Maggio 1998,

2. Ellia:”Quelques remarques sur les sous variétés de codimension deux de l’espace projectif ”, “Journées de Gèométrie Algébrique”, Versailles, 17/18 Maggio 1999.

3. Mella:“Fano-Mori spaces”, nelle università di, Milano, Grenoble, Cambridge, Trento, e nell’amnbito del convegno “Giornate di Geometria”, Siena, maggio 1998

4. Mella:“Applications of CLC minimal centers to projective geometry” nell’ambito del convegno “Complex Geometry”, Oberwolfach, settembre 1998

5. Mella:“On the birational geometry  of quartic 3-folds” nell’ambito della “Conference in honour of Prof. Iskovskikh”, Londra Empire College, aprile 1999

6. Mella:“La geometria delle varietà unirigate a seguito del programma minimale” nell’ambito del convegno “Proprietà geometriche delle varietà reali e complesse”, Palermo, settembre 1999

7. Mella:“Morphisms of projective varieties from the viewpoint of Minimal Model theory”, corso al 22nd Warsaw Autumn Scool in Algebraic Geometry, Wykno (Polonia) con M. Andreatta.

8. Mella: corso dal titolo “On the geometry of uniruled varieties after minimal model program” (Università federale di Pernambuco, Recife (Brasile)).

Seminari tenuti presso altre sedi:
Mella: Fano- Mori spaces, nelle Università di Milano, Grenoble, Cambridge, Trento (1998)

Ellia: Curve in P3,  problemi e congetture, Politecnico di Torino (18/6/1998); “Quelques remarques sur les surfaces non de type général de P4”, Nice (23/9/1998);”Sulle sottovarietà di codimensione due dello spazio proiettivo” Trieste (26/5/1999); “On smooth codimension two subvarieties of P6" Erlangen (10/6/1999); “Sur la classification des sous-variétés de codimension deux" Versailles (25/1/2000): "Sulla classificazione delle sottovarietà di codimensione due di P6", Firenze (1/2/2000); ): "Matematica e .com", Trieste (10/3/2000)

SEMINARI

 organizzati presso il Dipartimento:
Nel 1997 proff.: F. Catanese (Pisa), P. Russell (Montreal), R. Hartshorne (Berkeley), Y. Siamak, C. Ciliberto (Roma II)

Nel 1998 proff.: Lucian Badescu (Bucarest);Freddy Van Oystaeyen (Anversa);Victor Vuletescu (Bucarest); Alessandro Verra (Roma III); Sevin Recillas (Mexico);

Nel 1999 proff.: C. Peskine (Parigi); K. Ranestad (Oslo); J. Landsberg (Toulouse); L. Gruson (Versailles); G. Ottaviani (Firenze); S. Kleiman (Boston, MIT); J. Stoocker (Utrecht)

Organizzazione convegni:

Abbiamo organizzato “Le giornate di Geometria Algebrica” (23-25 Settembre 1999): gli speakers erano:

Andreatta (Trento), Arrondo (Madrid), Wisnieswski (Warsaw), Di Rocco (Stockholm), Beltrametti (Genova), Campana (Nancy), Ranestad (Oslo), Mirò-Roig (Barcelona), Franco (Ferrara), Mella (Ferrara), Walter (Nice), Mezzetti (Trieste)

Il comitato scientifico era composto da: Del Centina, Ellia e Ottaviani (Firenze).

