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FLATIandia

E' un'attivita dell'|RRE Emilia-Romagna rivolta in modo particolare agli alunni del terzo anno della Scuola Media
Inferiore e del biennio della Scuola Secondaria Superiore.

Ogni mese viene chiesto ai ragazzi di risolvere un problema di geometria. Entro lo stesso mese vengono valutate le
risposte pervenute e vengono segnal ate quelle ritenute meritevoli.

Testo e soluzioni sono inviati usando esclusivamente collegamenti telematici.

Un po’ di storia

| problemi raccolti in questo quaderno testimoniano il quarto anno di attivita dell’iniziativa. FLATlandia, nata come
supporto alalistadi discussione Cabrinews, gode ormai di una sua vita autonoma ed ha un piccolo pubblico di affezio-
nati.

L e scuole partecipanti sono passate da ventuno, nel primo anno, a trentanove.

Nel quarto anno la partecipazione all’ attivita & sta allargata anche agli studenti del terzo anno di scuola superiore, limi-
tatamente ai primi tre mesi dell’ anno scolastico. Questo per permettere ai “fedelissimi” di misurarsi ancora con quesiti
di geometriasintetica e di approfondire le conoscenze acquisite nel biennio.

E’ gestito da un comitato composto da due insegnanti di scuola secondaria, da due docenti universitari e da un tecnico
informatico. Come negli anni passati, il problema proposto mensilmente richiede di solito una costruzione ed una dimo-
strazione.

La costruzione pud essere eseguita con strumenti tradizionali o con I’aiuto di software dedicati al’insegnamento della
geometria (oggi sempre piu presenti sul mercato); la dimostrazione puod talvolta mancare, ad esempio nel caso di classi
elementari o medie.

L'intento € quello di coinvolgere gli alunni in una attivita che richiede si conoscenze, ma anche fantasia, creativita,
immaginazione.

In questo momento di forti cambiamenti nell’ assetto dei curricoli, e di auspicio di utilizzo di nuove tecnologie nell’in-
segnamento/apprendimento di varie discipline, FLATlandia si propone come attivita al passo coi tempi, senza nulla
concedere all’ improvvisazione e al pressapochismo.

| problemi proposti richiedono, per essere risolti, sicure competenze e conoscenze matematiche; sollecitano, come gia
detto, fantasia e creativita, che sono gli aspetti forse piu caratteristici di questa disciplina. Qualora vengano utilizzati
software, € necessario averne una conoscenza abbastanza approfondita. Per spedire i materiali in forma adeguata (testo
e figure) bisogna padroneggiare discretamente le tecnologie informatiche. Ed anche in una attivita di questo genere, che
sembra cosi fortemente orientata a solo mondo matematico, appare fondamentale padroneggiare bene la lingua italia-
na. Puo infatti avere interesse notare, giunti oramai al quarto anno di attivita (anno scolastico 2000 - 2001), questo fatto:
e stato segnalato da parte di ragazzi di un Istituto tecnico che spesso, nella scelta delle risposte migliori e pit complete,
darispedire atutti i partecipanti, laredazione di FLATIlandia opta per i testi scritti daalunni dei licel. 1l gruppo redazio-
nale si & interrogato su questo fatto, ha revisionato vari materiali, ed ha raggiunto questa conclusione: statisticamente
parlando, appare evidente che i ragazzi del licel spesso sanno porgere le loro soluzioni in modo pit corretto, pit sempli-
ce e pill chiaro. E questo probabilmente perché questi ragazzi sembrano padroneggiare meglio lalinguaitaliana.

La partecipazione a FLATlandia pud quindi essere anche un incentivo, per i ragazzi, a migliorare le loro capacita di
argomentazione e di esposizione.

Come partecipare

| problemi sono inviati alla lista di discussione Cabrinews (cabrinews@kidslink.scuole.bo.it) il primo lunedi di ogni
mese, da ottobre a maggio, oppure sono consultabili in rete negli archivi del progetto all’indirizzo:
http://kidslink.scuole.bo.it/cabri/flatlandia/
Gli aunni possono partecipare singolarmente, per gruppi, o inviando un’ unica soluzione a nome di tuttala classe.
Le soluzioni dovranno pervenire entro il terzo lunedi del mese, al seguente indirizzo di posta el ettronica:
fla@kidslink.scuole.bo.it
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inserendo nel mail il nome, la classe e il nominativo dell’ Istituto.

Se la scuola non & ancora iscritta a Cabrinews, é sufficiente che mandi il seguente messaggio:
subscribe cabrinews, a seguente indirizzo:

listserv@kiddink.scuole.bo.it

Le soluzioni possono essere scritte o direttamente nel messaggio di posta el ettronica o in un file in formato Word, invia-
to in allegato. Se si vuole alegare un disegno deve essere inviato o in formato Cabri-géométre per MS-DOS o per
Windows, altrimenti in formato Word.

Per coloro che fossero eventualmente interessati, segnaliamo che € stata attivata, da ormai due anni, unainiziativa anal o-
gaaFLATIandia, chetratta pit in generale di matematica (e non solo di geometria) e che e rivoltain modo particolare a
ragazzi del triennio delle superiori.

L' attivitasi chiamaprobleM ATEMATICAmente.

Per maggiori informazioni consultare il sito:

http://kidslink.scuole.bo.it/fardiconto

Anna Maria Arpinati
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2 - 16 Ottobre 2000

E’' dato un quadrato ABCD. Considerare sul lato AD un punto P e sul lato AB un punto Q tale che siaAQ con-
gruente a DP. Disegnare il rettangolo AQRP.

a) Dimostrare che laretta CR € perpendicolare allaretta PQ.

b) Determinare la posizione del punto P affinché laretta BR sia parallela alaretta PQ. Motivare la risposta.

Commenio
Abbiamo ricevuto ventitre risposte provenienti da diciannove scuole, frale quali quattro scuole medie e una scuola ele-
mentare. E' giunta una ulteriore risposta da una associazione culturale di Rosario, Argentina, purtroppo illeggibile.
Abbiamo replicato a messaggio, manon siamo riusciti a stabilire alcun contatto con quell’ I stituto.
L e scuole che hanno parteci pato sono:

SE “G. Galile”, Il Circolo Alessandria (AL)

SM “Orsi”, Novellara (RE)

SM “Leonardo daVinci”, Rufina (FI)

SM di Venasca (CN)

SM “G.Zan€lla’, Porcia, Roveredo in Piano (PN)

ITI “Berenini”, Fidenza (PR) - due risposte

ITI “B. Pascal”, Cesena (FC)

ITG “Rondani”, Parma (PR)

ITI LST “Cesaris’, Casal Pusterlengo (LO)

ITI LST “A.Volta’, Lodi (LO)

LG di Oderzo, ISISS Mottadi Livenza (TV) - tre risposte

Liceo Linguistico “C.Botta’, Ivrea (TO)

LS“G. Gdlilei”, Catania (CT)

LS“G. Gdile”, Bitonto (BA)

LS“G. Gdlilei”, Adria (RO)

LS*“B.Pasca”, Merano (BZ) - duerisposte

LS “Petrizi”, Cariati (CS)

LS*“Scorza’, Cosenza (CS)

LS“G.Ulivi", Parma (PR)
Nel problema di questo mese si trattava di indagare la posizione reciproca di due rette all’ interno di un quadrato in una
situazione generica, nella prima parte, e quella di due rette in un caso particolare, nella seconda parte.
Alcune delle risposte pervenute non sono accettabili: in una é erratala figura e quindi modificato il percorso della dimo-
strazione; in altre si € tentata una dimostrazione senza tener conto di tutte le ipotesi del problema nella prima parte; una



ha invece modificato un dato del problema nella seconda parte. In molte altre risposte il problema é stato risolto in
modo impreciso o nella descrizione dellafigura o nella esposizione; qualcuno si € dilungato eccessivamente nelle giusti-
ficazioni, qualcuno €' invece stato troppo conciso a scapito della completezza.

Nella maggior parte delle risposte il punto a) é stato dimostrato ricorrendo alla congruenza dei triangoli rettangoli sfrut-
tando quindi gli angoli complementari. Qualcuno ha tentato approcci diversi e interessanti (rotazione, similitudine)
senzariuscire adare pero una giustificazione esauriente.

Il punto b), apparentemente molto semplice, & stato affrontato in generale in due modi: chi ha fatto una dimostrazione
diretta, a partire dalle ipotesi, ha individuato |’ esistenza ma non la unicita del punto trovato; chi invece ha preso in
esame lates per scoprire le condizioni che la determinano ha dimostrato solo la unicita del punto richiesto.

Riportiamo via e-mail la risposta del Liceo Scientifico “Galilei” di Catania per la prima parte; la soluzione del Liceo
Scientifico “ Scorza’ e quelladella ScuolaMedia“L. daVinci” di Rufina (FI) per la seconda parte.

Sul sito web (http://arciO1.bo.cnr.it/cabri/flatlandial) riporteremo inoltre la figura animata dell’ ITI “Berenini”, la solu-
zione completa della ScuolaMedia“L. Orsi” di Novellara.

NOTA 1: Le correzioni o i commenti al testo sono riportate in parentesi quadra.

NOTA 2: i invitiamo a descrivere le vostre costruzioni e ad indicare le lettere aggiunte alla vostra figura in modo che
il testo della risposta sia leggibile anche in assenza della figura.

NOTA 3: NON SCRIVETE il testo della vostra risposta nel file della figura Cabri, non tutti i componenti del gruppo
sono in grado di leggerlo. Attenetevi quindi alle istruzioni date.

Jacopo Guarnieri, Paolo Guasti e Massimiliano Montuschi

classe 2B

ITI “Bernini” - Fidenza - PR

Nel sito di FLATIandia (http://kidslinc.scuole.bo.it/cabri/flatlandia) € visibile I'immagine animata Cabrijava
inviatadai tre ragazzi dell’ I'TI “Bernini”

Daniele Urz
classe 3B
Liceo Scientifico “ G.Galile” - Catania

a) SiaV I'intersezione tra le rette CR e PQ. Si prolunghi QR fino ad incontrare DC nel punto T. Considerando le rette
parallele DC e PR, tagliate dalla trasversale CV, gli angoli TCR e PRV sono congruenti perché corrispondenti. Poiché il
quadrilatero PRTD ha gli angoli interni retti € un rettangolo ed & semplice dimostrare che & anche un quadrato.
Altrettanto facilmente si dimostra che & TC congruente a RQ. Quindi i triangoli rettangoli TRC e PRQ sono congruenti
poiché hanno i cateti ordinatamente congruenti. In particolare si ha [I’angolo] QPR congruente a TRC. In riferimento a
triangolo PVR, siccome gli angoli RPV e VRP sono complementari, |I'angolo PVR éretto. Cosi € dimostrato che le rette
PQ e CR sono perpendicolari.

Nota:

Nel caso in cui P coincidacon A o con D laproprieta del quesito a) € verificata, poiché PQ e CR coincideranno alterna-
tivamente con due lati consecutivi del quadrato.

Se P appartiene al prolungamento di AD dalla parte di D, la proprieta suddetta si verifica considerando Q sul prolunga-
mento di AB dalla parte di A. Se P giace invece sul prolungamento di AD dalla parte di A, Q deve essere preso sul pro-
lungamento di AB dallapartedi B.

b)[...]

Stefania Bisogno

Classe 2C

Liceo Scientifico “ Scorza” - Cosenza

a)l...]

b) Per dimostrare il secondo punto, sono partitagia dal fatto che le rette BR e PQ sono paralele. Cos, si viene aforma-
re il parallelogramma PQBR; pertanto i lati PR e QB sono uguali, perché lati opposti di un parallelogramma. Allora,



dato che AQ=PR=PD, come precedentemente dimostrato, QB & uguale ad AQ e DP & uguale ad AP: il punto P (cosi
comeil punto Q) éil punto medio del lato AD. Intal modo, si & dimostrato che le due rette PQ e BR sono parallele solo
seil punto P coincide con il punto medio del lato AD.

Massimiliano Capecchi e Maddalena Pazzi

Classe 3C

Scuola Media“L. daVinci” - Rufina (FI)

al...]

b) Considero laretta BR: essa €, nella mia figura, diagonale del quadrato RQBK [K € il punto di intersezione frala retta
PR eil lato CB] e quindi bisettrice dell’ angolo QBK. Nel rettangolo AQRP, viceversa, laretta QP e diagonale del rettango-
lo medesimo e non &, quindi, bisettrice dell’ angolo. Solo quando il punto P & punto medio del lato AD, il quadrato ABCD
saradiviso in 4 quadrati di cui le due rette PQ e BR saranno bisettrici e quindi traloro parallele (condotte ambedue dal ver-
ticepitin dto adestraaquello pitiin basso asinistra). In questaposizioneil punto R coincide con il centro dellafigura.

Un gruppo di alunni della classe 3C
Scuola Media“L.Orsi” - Novellara (RE)

COSTRUZIONE DELLA FIGURA:

Costruiamo il quadrato ABCD, fissiamo un punto P sul
segmento AD e costruiamo la circonferenza con il centro
in D e che ha per raggio il segmento DP; troviamo il
punto E d'intersezione della circonferenza col segmento
CD, in questo modo DE = DP.

Costruiamo la retta parallela al lato CD passante per P,
chiamiamo F la suaintersezione con il lato BC, cosi CF = P R F
DP; costruiamo la retta parallela al segmento DA passante

H
per E chiamiamo Q la sua intersezione con il lato AB in / :
questo modo AQ = DE = PD

Il punto R & I'intersezione delle rette EQ e DA che sono
perpendicolari, quindi APRQ € un rettangolo e PDER e un
quadrato.

Infine costruiamo la retta passante per i punti CeR e la
retta passante per i punti Pe Q. A B

DIMOSTRAZIONE
a) Dalla costruzione derivail fatto che ERFC e PAQR sono due rettangoli congruenti, dato che CR e PQ sono rispettiva-
mente le Ior(/)\ diagonali, anche i triangoli rettangoli ERC e PQR sono congruenti, quindi I’angolo ECR & congruente
all’angolo PQR. Chiamiamo H il punto d’ intgrsezione dellaretta CR con laretta PQ; il triangolo QRH hal’angolo PQR
in comune con |/1 triangolo QPR, I"angolo HRQ congruen-
te al’angolo ERC, perché opposti a vertice; dato che la
somma degli angolli\ interni di un triangolo & sempre 180°,
an/ghe I’angolo RHQ deve essere congruente all’ angolo
REC cioe retto, percio le rette RC e PQ sono perpendico-
lari. Trascinando il punto P lungo il lato AD si pud verifi- D C
care che questo ragionamento € valido per qualunque
posizione assumail punto P.

b) Abbiamo tracciato la diagonale BD del quadrato
ABCD, il punto R appartiene a questa diagonale. P F
Trasciniamo il punto P lungo il lato AD fino a quando R
coincide con il centro del quadrato, a quel punto P diventa H
il punto medio del lato AD, quindi AP = PD e AQRP & un
quadrato di cui PQ € la diagonale, allora la retta s forma A B
con il lato AB un angolo di 45° come la retta BR. Q
Possiamo concludere che BR é Parallela a PQ quando P
coincide con il punto medio del lato AD.
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Siano r ed sduerette incidenti in K esiaA un punto non appartenente ad esse.

a) Costruire un triangolo ABC in modo che le rette r ed s siano gli assi di due suoi lati. Quante sono le soluzioni
possibili?

b) Seil punto A appartiene ad una delle due rette € ancora possibile effettuare la costruzione? Se si, quante solu-
zioni esistono?

Motivare le risposte.

In generale si trovano i tre triangoli:

ABC, ABCL. AB1C Caso particolare **=~-.____._.-- -

con due triangoli

Caso particolare con un solo triangolo

Commento

Abbiamo ricevuto venti risposte provenienti da diciassette scuole di cui tre scuole medie inferiori.
Ecco I’ elenco delle scuol e che hanno partecipato in questo mese:

SM “Leonardo daVinci”, Rufina (FI)

SM “G.Zanélla’, Porcia, Roveredo in Piano (PN)

SM “L. Ors “, Novellara (RE)



ﬁam{owi A CABRI RRSAE messssssssssssssssssssssssssssss

LS“G.Galile”, Bitonto (BA)
LS“G.Galile”, Catania (CT)
LS“E.Boggio Lera’, Catania (CT)

LS"“E. Maorana’, Torino (TO)
LS“G.Ulivi”, Parma (PR)

ITA “I.Cavi”, Finale Emilia(MO)

ITG “C.Rondani”, Parma (PR) - tre risposte
ITG “Buonarroti”, Caserta (CE)

ITI LST “A.Volta’, Lodi (LO) - due risposte
ITI “Quintino Selld’, Bidla(BL)

ITI “Berenini”, Fidenza (PR)

ITI “Blaise Pascal”, Cesena (FC)

ITI LST “FAlberghetti”, Imola (BO)

ITI “Enzo Ferrari”, Torino (TO)

Il problema proposto in questo mese chiedeva di costruire un triangolo dati due suoi assi, primain un caso generico, poi
in una situazione particolare, e di esaminare le varie possibilitadi risoluzione.

Tre delle risoluzioni pervenute non sono accettabili perché largamente carenti; sei risposte risultano invece incomplete o
nella prima o nella seconda parte.

In tutte le rimanenti risposte il problema é stato risolto in modo soddisfacente ricorrendo o alla smmetria assiale, nella
maggior parte di esse, o ala proprieta delle corde (considerando la circonferenza circoscritta ai triangoli da costruire).
Sono state individuate le soluzioni generali, ma non sono stati indagati tutti i casi particolari, soprattutto nella prima
parte.

Si rendono necessarie alcune osservazioni:

« “Sianor ed sduerette incidenti ...e siaA un punto...” NON SIGNIFICA risolvereil problema proposto per ogni cop-
piadi rette e per ogni punto, ma, una volta fissate due rette generiche e un punto qualsiasi (non appartenente o apparte-
nente ad esse), determinare tutte le possibili soluzioni; successivamente si possono esaminare posizioni particolari delle
rette /o del punto.

* Nessuno ha messo in evidenza che | e costruzioni individuate nella prima parte sono le uniche possibili.

» Dopo aver individuato la soluzione generale € opportuno esaminare anche le posizioni particolari per verificare se
rientrano nel caso generale 0 se producono situazioni nuove, che saranno quindi da evidenziare.

Fra le risposte accolte, abbiamo concordato di presentare quella del Liceo scientifico “G.Galilel” di Bitonto completata
da una osservazione di Daniele Urzi del Liceo Scientifico “G.Galilei” di Catania. Per la scuola mediainferiore, riportia-
mo quelladellaSM di Rufina, anche se non prende in esamei casi particolari.

NOTA: Le correzioni oi commenti al testo sono riportate in parentesi quadra.

Classe 2E
Lliceo Scientifico “ G. Galilei” - Bitonto (BA)

a) Indichiamo con sr la simmetria assiale rispetto ad r e con ss la simmetria assiale rispetto all’ asse s.
Sia B=sr(A) e C=ss(A), ABC & un primo triangolo di vertice A avente r come asse di AB e s come asse di AC.
SiaD=ss(B), ABD & un secondo triangolo aventer come asse di AB e sasse di BD.

SiaE=sr(C), ACE é un terzo triangolo avente r come asse di CE e s come asse di AC.

Per tutti questi triangoli K el circocentro, infatti la circonferenza di centro K e passante per A, passa anche per i punti
B, C, D, E. Dunque sono possibili in generale tre soluzioni.

Nel caso particolare che B cada su s, si ha che B=D e le soluzioni scendono a due in quanto il triangolo ABD degenera
in un segmento (vedi fig.2) [eil triangolo ABC diventaisoscel€]

Analogo discorso se C cade sur [C=E] (vedi fig. 3) [Mancail caso in cui la soluzione € una sola, cioe un triangolo equi-
latero: si haquando A € sulla bisettrice dell’ angolo ottuso formato dar ed s e’ angol o acuto misura 60°]



b) Se A appartiene a una delle due rette, la soluzione € unica e s tratta del triangolo isoscele ACE (terza costruzione),
nel caso A appartenga ar o del triangolo ABD (seconda costruzione) nel caso che A stia su s. | triangoli ACE e ABD
sono isosceli perché dotati di un asse di simmetria.

Infatti in questi casi particolari delle tre costruzioni del punto a) solo unasi pud effettuare essendo A fisso [punto unito
nellasimmetriaassial€] rispettoaroads.

Daniele Urzi
classelll B
liceo scientifico statale“ G.Galilei” (CT)

[.]

Ser e s sono perpendicolari basta[nel punto (a)] considerare il rettangolo di vertici A ei suoi simmetrici rispetto adr, s,
K etracciarele diagonali: tutti i triangoli rettangoli di vertice A sono quelli richiesti.
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Quando invece A appartiene ad r 0 ad s e queste sono per-
pendicolari il triangolo [il rettangolo] degenera sempre in
un segmento e quindi il problema non ammette soluzione.

Massimiliano Bavecchi
classe 3C
Scuola Media “Leonardo da Vinci” Rufina (FI)

Sposta il punto A
B per osservare i
casi particolari

' - ' . - r .
a) Ricordando che I’ asse di un segmento ¢ la retta perpen della costruzione

dicolare condotta per il suo punto medio, parto da A e
traccio le perpendicolari t ad r e w ad s, che intersecano
rispettivamente in M ed in N i due assi. Con il
“Compasso” punto in M e con apertura AM, disegno una
circonferenza.

Individuo cosi un punto di intersezione tra la circonferen-
za e laretta t che chiamo B. Nello stesso modo, con il
“Compasso” punto in N e con apertura NA traccio la cir-
conferenza. Nel punto di intersezione di questa circonfe-
renza con la retta w individuo il vertice C del triangolo.
Con I’ opzione triangolo traccio il triangolo ABC indivi-
duato mediante i punti cosi determinati.

E’ possibile effettuare tre costruzioni di triangoli aventi
come assi le rette r ed s, incidenti in K, partendo da un
punto A esterno ad esse.

 Néllaprima:

A vain B medianter, A vain C mediante s [vedi costru-
zione precedente].» Nella seconda:

A vain B mediante r, B vain D mediante s [con costru-
zione analoga).

* Nellaterza:

A vain C mediante s, C vain E mediante r [come sopra].

b) Seil punto A appartiene ad una delle due rette € anco-
ra possibile effettuare una sola costruzione, tracciando una
perpendicolare da A sull’ dtra retta e ancora applicando il
procedimento precedente.

Immagino il punto A sulla retta r. Chiamo M il punto di
intersezione tra la retta s e la perpendicolare ad essa w,
passante per A.

Con centro in M e apertura del compasso AM trovo il
punto B dato dall’intersezione di w con la circonferenza.
Una volta trovato B, traccio la perpendicolare t da B dla
rettar. Nell'intersezione di t ed r si trovera il punto N.
Punto poi in N con apertura BN, e traccio la circonferenza
di diametro BC (I’intersezione della circonferenza con la
rettat individuail punto C).

Il triangolo ABC & I'unico che posso costruire; infatti il
simmetrico di A rispetto allarettar & un punto che coinci-
de con A stesso.
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Data unacirconferenza k di diametro AB tracciare unacordaAC e prolungarladi un ssgmento CD congruente a CB.
a) Dimostrare che, dovunque sia C, I’ asse del segmento BD passa per il punto medio della semicirconferenza di
diametro AB e contenente C.

b) Qual il luogo descritto dal punto D al variare di C su k? Giustificare la risposta.

Commento

Abbiamo ricevuto cinque risposte provenienti da cinque scuole di cui due medie inferiori.
Le scuole che hanno partecipato sono:

SM “G. Zanella”, Porcia, Roveredo in Piano (PN)

SM “L. DaVinci”, Rufina (FI)

LS“G. Gdlilei”, Bitonto (BA)

LS“G. Ulivi”, Parma (PR)

LS“G. Gdile”, Cagliari (CA)
Nel problema proposto si trattava di dimostrare prima una proprieta invariante della figura assegnata e di individuare poi
il luogo descritto dall’estremo di un segmento, ottenuto prolungando una corda di circonferenza, al variare dell’atro
estremo sulla circonferenza. In tutte le risposte pervenute sono state svolte le due parti del problema, ma non semprein
modo corretto e completo, soprattutto nella seconda parte. Una risposta non € stata accettata in quanto presentava un
errore nel metodo della dimostrazione nella prima parte e una errata interpretazione del luogo. Si rendono necessarie
alcune osservazioni:
e Quando si individua un luogo geometrico occorre completare la dimostrazione facendo vedere che se un punto
appartiene al luogo descritto allora soddisfa le proprieta poste dal problema.
* Nellasituazione limitein cui il punto C che varia sulla circonferenza va a coincidere con |’ estremo A del diametro, &
opportuno chiedersi seil punto D (che descrive il luogo) fa o no parte del luogo stesso. Questo caso pud essere interpre-
tato in due modi: 1. la corda AC € nullaeil punto D non esiste in quanto non ha senso prolungare una corda nulla; 2.
poiché la corda AC appartiene ad unaretta che si sovrappone allaretta tangente in A ala circonferenza, il suo prolunga
mento CD si porta sullatangente e in questo caso il punto D fa parte del luogo.

Fra le soluzioni accolte abbiamo scelto di presentarne una della scuola superiore (LS “G. Galilei” di Bitonto) e una di
scuola media inferiore (SM di Roveredo in Piano): anche se incomplete nella seconda parte, esse sono esaurienti nella

prima e corrette nella esposizione.

NOTA: Le correzioni oi commenti al testo sono riportate in parentesi quadra.
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Classe 3A
Scuola Media“G. Zandlla”
Roveredo in Piano (PN)

Descrizione figura:

Semiretta AC con C sulla circonferenzak di centro O, cir-
conferenza di centro C per B e sua intersezione con la
semiretta AC: D; asser del segmento BD

a)

1. Tracciando il segmento CB si ottiene I’angolo retto
ACB (C sta sulla circonferenza e i lati passano per gli
estremi del diametro);

2. L'asse r del segmento BD ¢ bisettrice dell’ angolo retto
DCB (retto, perché adiacente dell’ angolo ACB retto);
3. Tracciamo la bisettrice s dell’angolo retto ACB; le rette r ed s risultano tra loro perpendicolari perché bisettrici di
angoli adiacenti;

4. Sappiamo che se un angolo alla circonferenza e retto le intersezioni dei lati con la circonferenza individuano un dia
metro, quindi M ed M’ (intersezioni di r ed s con k) determinano un diametro di k, che risulta perpendicolare ad AB
(all’angolo alacirconferenza M’ CB di 45° corrisponde un angolo al centro M’ OB di 90°).

Quindi ogni punto estremo dei due diametri & punto medio della semicirconferenza, su cui sta, individuata dall’ altro dia-
metro.

b)

[ luogo €& descritto, ma non pienamente giustificato]

Luogo: la semicirconferenza (alla destra della perpendicolare a diametro AB, passante per A) di centro M e diametro
BB’ (B’ eil smmetrico di B rispetto ad M) e la sua simmetricarispetto al diametro AB.

Il segmento BD € una corda della circonferenza di centro M e si fa diametro quando contieneil centro. L' asser, durante
il movimento di C sull’arco BMA daB ad A, compie unarotazione di 90° di centro M, ed essendo bisettrice dell’ angolo
BCD, provaca unarotazione doppia[cioe di 180°] di D elo portadaB aB’.

Se C s muove nell’arco AM’B daA verso B il punto D completail luogo e le considerazioni sono analoghe alle prece-
denti.

Classe 2E
Liceo Scientifico “ G. Galile”
Bitonto (BA)

a)

Disegnatala circonferenza k di diametro AB, tracciata la corda AC, con C piu vicino ad A che aB (vedi fig.1) e prolun-
gata di un segmento CD=CB si fanno le seguenti considerazioni:

1) Il triangolo ACB é rettangolo in C essendo inscritto in una semicirconferenza.

2) Il triangolo DCB per costruzione é rettangolo in C eisoscele, per cui I'angolo CBD misura 45°.

3) r,asedi DB, passadaC, dividel’angolo DCB in parti congruenti essendo anche bisettrice nel triangolo isoscele CBD.

4) seM é/'ulteriore punto di intersezione di r con la circonferenza k, si ha che BCM=BCN=45° ed in quanto angolo
allacirconferenzainsiste sull’arco BM=1/4 di k (un arco che € visto da un punto della circonferenza sotto un angolo di
45° é sempre un quarto della circonferenza).

5) ne consegue che M & punto medio della semicirconferenza ACM.

Nel caso in cui C é proprio il punto medio dell’arco AB, latesi € ovvia conseguenza del punto 3). In questo caso parti-
colare si pud osservare che r risulta tangente in C ak in quanto I'angolo OCN diventa retto, conseguenza del fatto che
OBNC e un quadrato. Se C é pitvicino aB (vedi fig 2), |’ osservazione 4) va cosi modificata:

4 bis) I’angolo alla circonferenza ACM=45° perché opposto a vertice di BCN=45° e quindi I’arco AM=1/4 di k.
Analoghi discorsi se C appartiene all’ altra semicirconferenza di diametro AB.
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CBD=45,0°
BCM=45,0°

CBD=45,0°
BCN=45,0°
NCD=45,0°

Fig. 2

b)

Poiché M appartiene all’ asse di BD per dimostrazione precedente ne consegue che MD=MB con MB=MA essendo que-
ste ultime corde che insistono su archi congruenti, quindi MA=MB=MD.

Questo vale qualunque sialaposizione di C su k.

Il luogo descritto da D sono la semicirconferenza di centro M e raggio MB e la semicirconferenza di centro M’ e raggio
M’B, dove M’ &il punto medio dell’ altra semicirconferenza (fig. 3). [. . .]

[Infig. 4il caso C=A]

V4
Y

Y

Fig. 4
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8 - 22 Gennaio 2001

a) E’ dato un angolo XV, di vertice V, minore di un angolo piatto.

Considerato un punto | sulla sua bisettrice, | distinto da 'V, costruire le circonferenze passanti per | e tangenti ai
lati dell’angolo.

b) Che cosarappresentail punto | per i triangoli di verticeV formati dalle corde che congiungono i punti di contatto?
Giugtificare le costruzioni e motivare le risposte.

Commento

Abbiamo ricevuto sei risposte, tre daragazzi delle scuole superiori e tre dalle scuole medie.
Le scuole che hanno partecipato sono:

SM “DallaChiesa’, San Genesio (PV)

SM “L. daVinci”, Rufina (FI)

SM “G. Zanella’, Porcia, Roveredo in Piano (PN)

ITG “C. Rondani”, Parma (PR)

IPSSAR “P. Artusi”, Forlimpopoli (FC)

LS“G.Gdlilei”, Bitonto (BA)
Nel problema proposto si chiedeva la costruzione delle circonferenze tangenti ai lati di un angolo in un caso particolare,
cioé passanti per un punto sulla bisettrice, e si chiedevainoltre quale fosseil ruolo di quel punto rispetto a due particola
ri triangoli.
In unarisposta non € stato interpretato correttamente il testo della prima parte. L’ errore ha pero avuto conseguenze inte-
ressanti, perché ha portato i ragazzi, con la guida dell’insegnante, alla scoperta, tramite il software Cabri, di due parabo-
le luogo dei centri delle circonferenze passanti per il punto assegnato e tangenti ad un solo lato dell’ angolo.
Nelle risposte accolte abbiamo individuato due modi per ottenere la costruzione richiesta.
C'é chi hafatto ricorso ala proprieta delle bisettrici, chi ha utilizzato la proprieta dei segmenti di tangenza ad una cir-
conferenza condotti da uno stesso punto e chi hafatto un miscuglio frai due procedimenti. Non sempre il metodo usato
viene giustificato in modo esuriente.
Non tutti hanno interpretato secondo le aspettative la seconda parte. C'é chi ha trovato che il punto assegnato € equidi-
stante dalle basi dei due triangoli senza perd motivare larisposta.

Pubblichiamo la prima parte della risposta inviata dalla Scuola Media di S. Genesio, simile a quella dell’IPSSAR
“Artusi” elasoluzione completa proposta dallaclasse 2E del L.S. “G.Galilei” di Bitonto (BA).

NOTA: Le correzioni oi commenti al testo sono riportate in parentesi quadra.



Classe 3P
Scuola Media “ Dalla Chiesa*
S. Genesio (PV)

Se la circonferenza deve passare per | ed essere tangente ai lati dell’angolo, la immaginiamo inscritta in un triangolo
avente per base la perpendicolare alla bisettrice e passante per |.

Costruiamo I’angolo X VY, poi la bisettrice dell’ angolo, e prendiamo un punto | su quest’ ultima; tracciamo la retta per-
pendicolare alla bisettrice passante per |.

Per trovare I'incentro dedl triangolo troviamo le intersezioni tratale perpendicolare ei lati dell’ angolo, chiamandole M ed N.
Costruiamo la bisettrice dell’angolo VMN e troviamo I’ intersezione tra le bisettrici [punto O].

Questo punto e il centro di una circonferenzatangente ai lati dell’ angolo [di raggio Ol].

La seconda circonferenza sara inscritta in un quadrilatero avente come tre lati, i lati dell’angolo e il segmento MN.
Perché un quadrilatero sia circoscrittibile ad una circonferenza le bisettrici degli angoli [interni] devono passare per uno
stesso punto.

Tracciamo la bisettrice dell’ angolo MNX.

Facciamo I’intersezione trale due bisettrici e chiamiamo il punto ottenuto K.

Tracciamo la circonferenza che é tangente ai lati dell’angolo il cui centro €il punto K [di raggio KI1].

Classe 2E
Liceo Scientifico “ G. Galilel”
Bitonto (BA)

a) E dato un angolo XVY e un punto | appartenente ala
sua bisettrice. Si conduce la retta r perpendicolare alla
bi settrice e passante per |.

Si costruisce lacirconferenza C di centro P, punto di interse-
zionetrar eil lato VX dell’angolo, e raggio il segmento PI.
Siano K e K’ i punti intersezione fra C e VX e conducia-
mo per le rette perpendicolari aVX. SianoO e O’ i
punti di intersezione tra dette perpendicolari e la bisettrice.
Le circonferenze di centro O e raggio OK, di centro O’ e
raggio O'K’, sono le circonferenze richieste, poiché per
costruzione passano per | e sono tangenti ai lati dell’ ango-
lo dato.

Infatti OI=OK e O’'I=0’K’ perché segmenti di tangenza
condotti da punti esterni a C ed inoltre essendo la bisettri-
ce asse di smmetria per I'angolo, lo & anche per le circon-
ferenze costruite e questo garantisce la tangenza a lato
VY nel punti H e H' simmetrici di K e K’ rispetto ala
bisettrice.

b) Si traccino le corde HK e H'K’. Il punto | risulta essere
I’ex-incentro del triangolo VKH, rispetto al lato HK, per-
ché punto di incontro della bisettrice dell’angolo inV e di
quella dell’angolo esterno KHY : infatti gli angoli IHY e
IHK risultano congruenti perché angoli ala circonferenza
acui corrispondono angoli a centro congruenti(HOI=IOK
perché supplementari di angoli congruenti per il teorema
delle tangenti condotte da un punto esterno).
Per il triangolo VK'H’, | risulta essere I'incentro, perché
punto di incontro delle bisettrici dei suoi angoli interni,
H'VK’ e VH'K': infatti VH'I=IH'K’ perché corrispondo-
no angoli a centro congruenti (H'O’1=IO0'K") per il teore-
ma citato precedentemente.
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5 - 19 Febbraio 2001

(quasi un gioco) Disegnate un quadrato di lato 1 (uno) rispetto ad una unitadi misura u €, su ciascun lato, ester-
namente, disegnate ancora un quadrato di lato 1u. Si ottiene una croce formata da cinque quadrati che dovrete
ritagliare lungo il suo perimetro.

Avete ora a disposizione due tagli da effettuare sulla croce (passando per il centro dellafigurainiziale): col primo
si divide lafigurain due parti, col secondo una soladi queste viene divisa ancorain due parti.

| tre pezzi cosi ottenuti dovranno essere tali che, ricomposti come in un puzzle, formino un rettangolo, equivalen-
te alacroce, con una dimensione doppia dell’ altra.

Giustificare la costruzione del rettangolo e calcolare lalunghezza dei suoi l&ti rispetto ala unita u.

Nas Luca
classe 3A
Scuola media di Rolo - RE

%
/
oL

\C

Commento

Il problema di Febbraio era stimolante ma insidioso, come dice giustamente Daniele Urzi, un ragazzo appassionato di
guestioni geometriche, che ci invia le sue soluzioni anche se “fuori gara’ per superati limiti di eta. Commenta cosi la
sua soluzione:

...Il problema era effettivamente “ quasi un gioco” . Ma appunto, “ quasi” , perché, una volta trovata la soluzione, che da
un punto di vista intuitivo € semplice, viene il compito gravoso di giustificarla. Essendoci nella figura tante proprieta
“evidenti” bisogna fare bene attenzione, perchéil rischio, in questi casi, € di fare delle affermazioni senza pero le dovu-
te giugtificazioni...

Oltre aquella prima citata, abbiamo ricevuto diciassette risposte di cui cingue provengono da scuole medieinferiori.

Il problema proponeva di tagliare una croce formata da cinque quadrati per trasformarla in un rettangolo equivalente e
formato da due quadrati. In una sola risposta non € stato individuato il taglio corretto: probabilmente il solutore non ha
controllato con carta e forbici la sua congettura 0 non ha interpretato correttamente la richiesta. In tutte le atre risposte
sono state individuate correttamente, in modo intuitivo o in seguito al calcolo algebrico, le linee secondo cui tagliare la
figura, ma, nellamaggior parte di esse, la costruzione del rettangolo richiesto e stata basata sulla evidenza e scarsamente
0 incompletamente giustificata. Questo pud essere accettato, come piu volte detto, per le scuole medie inferiori, manon
per i ragazzi delle superiori ai quali si chiede di avvalorare le loro intuizioni in modo consapevole. Siamo dispiaciuti per
i ragazzi che si sono cimentati nel problema e che non troveranno pubblicati i loro lavori. Come ale Olimpiadi, I'impor-
tante & partecipare.

Vediamo brevemente le fasi della dimostrazione:



« Lediagonali secondo cui eseguirei tagli devono essere congruenti, perpendicolari e dividersi in due parti congruen-
ti. La dimostrazione piu interessante di questo punto € stata effettuata in una delle due risposte dell’istituto
“Michelangelo”.
» Lediagonali suddette dividono la croce in quattro poligoni congruenti. Questo fatto & stato parzialmente evidenziato,
ma nhon giustificato, nellerisposte dell’ I TG “Rondani” edel LS “Galilei” di Adria
« Unavolta ricomposta la figura (sovrapponendo, traslando o ruotando) si deve verificare che si ottiene un quadrilate-
ro dimostrando che le due semidiagonali che si ricongiungono si dispongono su una stessa retta. Questo si intuisce
implicitamente nella rispostadel LS “Galilei” di Bitonto e viene superato, inconsapevolmente, sia nella seconda parte
dellarisposta della ScuolaMediadi Rufina, siain quelladell’ I TG “Rondani”.
Il problema dell’ alineamento, se non & esplicitamente posto, spesso sfugge a ragazzi quindi, come gia detto nello scorso anno,
i sembra utile proporlo ameno in uno dei problemi dell’ anno. Dobbiamo inoltre far notare che chi ricorre ai movimenti nel
piano etenuto aprecisareil verso (oltreil centro el’ angolo) nellerotazioni e, nelle tradazioni, secondo quale vettore.
Le scuole che hanno partecipato sono:
SM “Dalla Chiesa*, San Genesio (PV)
ScuolaMediadi Rolo (RE)
SM “Grazios”, Savignano s.P. (MO)
SM “L. daVinci”, Rufina (FI)
SM “Zanella”, Roveredo in Piano (PN)
LG di Oderzo, ISISS Mottadi Livenza (TV)
LS*“B. Russell”, Roma (RM)
LS“G.Gdlile”, Bitonto (BA)
LS“G. Gdile”, Adria (RO)
LS“E. Amaldi”, Bitetto (BA)
ITCG “E. Mgjorand’, Castrolibero (CS)
LS“F. D’Assis’”, Roma (RM)
ITI “Fermi”, Mantova (MN)
ITI, LST “Berenini”, Fidenza (PR)
LS*“Michelangelo”, Forte dei Marmi (LU)
ITG “C. Rondani”, Parma (PR)
Abbiamo stabilito di riportare Le seguenti risposte.
Per le scuole medie inferiori:
le figure della scuola di Rolo a corredo del testo del problema.
lafigura con animazione della scuola di Roveredo, seguitadallarispostadi S. Genesio
la conclusione, con figura, della costruzione della scuola di Rufina.
Per le scuole superiori:
larispostadel LS“G. Galilei” di Bitonto
laprima parte dellarispostadel LS “Michelangelo”
la parte conclusiva della costruzione inviata dall’ I TG “Rondani”, essendo la prima parte incompleta sia nelle descri-
zioni sianelle giustificazioni.

NOTA: Le correzioni oi commenti al testo sono riportate in parentesi quadra.

classe 3A

Scuola Media “Zanella” , Roveredo in Piano (PN)

Nel sito di FLATlandia (http://kidslinc.scuole.bo.it/cabri/flatlandia) € visibile I'immagine animata, inviata dai
ragazzi della Scuola media Zanella, alla quale é stata applicata |’ animazione Cabrijava.

Classe 3P
Scuola media “ Dalla Chiesa*
S. Genesio (PV)

Siamo la classe 3°P della scuola media di S.Genesio (Pavia), e vi inviamo la nostra risoluzione a problema, pubblicato



su FLATlandia, del mese di febbraio.

Discutendo in classe abbiamo capito che la misura dei lati del rettangolo non poteva essere un numero intero percheé
1*2=2unita quadrate oppure 2*4=8 u.q. e quindi abbiamo cercato altri segmenti.

Il primo tentativo € stato quello di tracciare la [una] diagonale del rettangolo formato da 3 quadrati e con Pitagora
[applicando il teoremadi ...] abbiamo calcolato la sua misura.

Abbiamo trovato radice quadrata di 10, allora |’ atra dimensione doveva essere la meta: radice quadrata di 10 diviso 2 e
il prodotto viene 5unita quadrate. Cosi abbiamo capito che eravamo sulla strada giusta e il primo taglio I’ abbiamo fatto
lungo la diagonale e il secondo con qualche tentativo abbiamo cercato un segmento lungo come meta diagonale [e per-
pendicolare alla precedente].

A questo punto abbiamo unito i tre pezzi cosi ottenuti e abbiamo trovato il rettangolo equiesteso alafiguradi partenza.

[..]

Classe 3C
Scuola Media“L. daVinci”
Rufina (FI)

Il gruppo di alunne (Pazz M. e Aimavilli I. in primo luogo) hanno messo mano alla prima parte dell’ attivita, nella
quale ¢’ e stato effettivamente anche il ritaglio e la manipolazone della figura. Successivamente con Cabri alcuni altri,
Bavecchi, Santoni e Capecchi, hanno reso un “ doppione” di quel che era stato fatto con la carta. [tratto dal commento
dell’insegnante]

(-] / Ll Punto d| !
rotazione ,

Alunno Bavecchi Massimiliano ! Y
Costruzione del rettangolo: '
Facendo ruotare di 90° la figura COFED, intorno a punto
F in senso orario, si formera un quadrato OFCI di lato \
congruente a meta diagonale (O1=0OF).
Quindi facendo ruotare le 2 figure COFED e OIHGF, che
compongono tale quadrato rispettivamente di 270 °
[rispettivamente] intorno al punto C, in senso antiorario e
intorno al punto I, in senso orario , s andranno a formare
due quadrati di lato CO e Ol , ciascuno congruente al qua-

drato OFCI. Uniti formeranno un rettangolo di base Cl, : ' |L=H v
diagonale del rettangolo CDIL edi atezza ON congruente : T I o D
a OF ossiameta diagonale del rettangolo CDIL. ".‘ rF:)L:Q;?o(rj:e,"' ,"
Cosi s & formato un rettangolo di base doppia dell’ altez- 0 DR IR

za o T
clase2e LT
LS“G. Galile”
Bitonto (BA) L

Per ottenere dalla croce di area5u’, con due tagli che pas-
sino dal centro O del quadrato ABCD di partenza, tre parti
tali che, come un puzzle, formino un rettangol o equiesteso
e avente una dimensione doppia dell’ atra abbiamo fatto il M D C H
seguente ragionamento:

1) Imponendo che I’ altezza del rettangolo misuri x, la
base 2x e I'area 5, abbiamo I’ equazione: 2x2:5, da cui
x=(sqr(10))/2. O
Pertanto i lati del rettangolo da ottenere sono sqr(10) e
(sar(10))/2. N A B G
2) 1l triangolo LEF, rettangolo per ipotesi in E, ha LE=3u,
EF=1u e quindi LF=sgr(10), applicando il teorema di
Pitagora.

Dunque il primo taglio da effettuare sara lungo il segmen-
to LF che costituirala base del rettangolo. E F




3) Gli assi mediani del quadrato di partenza ABCD (retta
per O parallelaad AD e retta per O paralela ad AB) sono
per costruzione anche assi di simmetria della croce e dei
rettangoli EFIL e NGHM, pertanto O e anche centro di
simmetria di queste figure (ogni figura dotata di due assi
di simmetria perpendicolari & dotata di centro di simme-
tria, punto di incontro dei due assi). Pertanto le diagonali
LF e NH sono congruenti (diagonali di rettangoli con-
gruenti) e s tagliano scambievolmente ametain O.

4) Gli angoli in cui tali diagonali dividono gli angoli retti
in H,L,N,F sono a due a due congruenti, perché alterni
interni di rette parallele per costruzione, e complementari.
5) Le diagonai LF e NH sono inoltre perpendicolari in O,
poiché nel triangolo OTF, dove T € il punto intersezione F L
di OH con CB, i due angoli acuti OTF e OFT sono com-
plementari (OTF=OHG [perché] corrispondenti di [rispet-
to ai segmenti] HG e CB parall€li, tagliati da NH)

6) Operati i tagli e ricomposti secondo la figura 2, ci ren-
diamo conto che [NON BASTA! Occorre giustificare che]
i due pezzi verde e fucsia completano perfettamente il poligono azzurro dando luogo a rettangolo richiesto, grazie alle
ampiezze degli angoli sopra considerati [PERCHE' ...].

Alessandro Navari
Classe 2C PNI - LS*“Michelangelo”
Fortedei Marmi (LU)

Dopo la costruzione del quadrato dato il lato, e dei quadra-
ti suogni dei lati del quadrato di partenza ho proceduto a
taglio della croce. Con il primo taglio dovevamo dividere
in due parti uguali la figura e la ho tagliata seguendo la
diagonale NF. Con il secondo taglio ho diviso in due parti
uguali una delle due figure risultanti dal primo taglio. Per
giustificare la costruzione finale del rettangolo e dire che D C G H
un lato € doppio dell’atro ho effettuato la seguente dimo-
strazione. 9)
Per prima cosa ho dimostrato che tutte le diagonali dei
rettangoli NMEF e ADIH sono uguali per i seguenti moti-
vi: se consideriamo i triangoli NMF, NEF, DIH, AHI sono
tutti uguali per il primo criterio poiché hanno i cateti A B L
minori uguali che sono i lati dei quadrati, i cateti maggiori
uguali per somma di segmenti uguali (lati dei quadrati), e
I"angolo retto compreso fra [questa dimostrazione &
superflua]. Dopo questo ho tracciato i segmenti DF, FI,
IN, ND e dimostrato che sono uguali e che sono i lati del
quadrato che ha come diagonali DI, FN.

Se consideroi triangoli DGF, FLI, IBN, DCN dico che sono uguali per il primo criterio perché hanno come cateti mino-
ri i lati dei quadrati, come cateti maggiori lasommadi [due] segmenti uguali (lati dei quadrati) e I’ angolo retto compre-
so traloro, quindi i lati tracciati prima sono uguali.

Per dimostrare che questi lati formano un quadrato sfrutto gli angoli dei triangoli precedenti.

Per un noto teorema sappiamo che a cateto minore corrisponde angolo minore e viceversa a cateto maggiore corrispon-
de angolo maggiore. La sommadegli angoli interni dei triangoli & 180°.

Gli angoli dei nostri triangoli li chiamiamo X, Y, Z. Z e’ angolo opposto al’ipotenusa (90°), X I’ angolo opposto al cate-
to maggioreeY eI’ angolo opposto al cateto minore.

Tutti i triangoli sono rettangoli ed essendo Z retto, allora X+Y=90°.

Essendo I’angolo DFI formato dall’angolo X e dall’angolo Y, é di [misura] 90° come [e nello stesso modo si dimostra
che] sono retti tutti gli angoli dellafigura[DFIN].

N M




Adesso ho dimostrato che € un quadrato e so che le diagonali del quadrato sono bisettrici e che si dimezzano scambie-
volmente [e sono fraloro perpendicolari].

[..]

Rizzardi Pier Alessio °
Classe 2| A B
ITG “Rondani” (PR)

[...]

Il lato OE € uguale a lato OH perché meta di lati uguali.
Quindi la figura OHGFE incastrandosi con la figura M N C D
OMLIH, congruente alla prima per dimostrazione prece-
dente, dara origine a un quadrato MOHQO"'. Facendo lo 0
stesso con la figura OEDCB si notala comparsa di un ret-
tangolo che ha le dimensioni una doppia dell’ altra, essen-
do BOMOQO" congruente aOHO”'M L

O”




5-19 Marzo 2001

E’ dato un trapezio isoscele ABCD, con base maggiore AB. Siano a, b, ¢, d le bisettrici degli angoli interni del
trapezio, rispettivamente di vertice A, B, C, D. Indichiamo con P, Q, R, Si punti di intersezione, supposti distinti,
rispettivamente di acon b, b conc, ccond, d con a

1) Quali proprietahail quadrilatero PQRS? E’ inscrivibile? E’ circoscrivibile? Come sono le sue diagonali rispet-
to alle basi del trapezio?

2) Se il trapezio ABCD non é€ isoscele, indicate alcune caratteristiche, fra quelle del precedente punto 1), che
ancorasi conservano.

Motivare le risposte.

Figure realizzate dalle Classi quinte, Scuola elementare“ G. Galile” di Alessandria:

Trapezio isoscele . a= circonferenza di raggio OQ
SQ-AB gli oggetti sono paralleli circonferenza circoscritta al quadrilatero PQRS
PR-AB gli oggetti sono perpendicolari

D\ /c

P
S Q
Os

Nota: PQRS ha anche una circonferenza inscritta
La retta SQ incontra i lati obliqui nei punti medi R

Trapezio scaleno
AP-AB gli oggetti non sono perpendicolari
SQ-AB gli oggetti sono paralleli
_ C
D

Nota: la retta SQ incontra
i lati obliqui nei punti medi

T~

Commento

Abbiamo ricevuto undici risposte provenienti da dieci scuole, tre delle quali sono Scuole medie inferiori, e una risposta
senza indicazioni sulla classe e sul tipo di scuola. Ci sono pervenute inoltre le figure inviate da una quinta classe della
Scuola elementare “ Galilel” di Alessandria, che avevamo gia avuto il piacere di annoverare fra le scuole partecipanti
alaattivita. Utilizzeremo queste figure a corredo di questo commento.



ﬁaM A CABRI RRSAE messssssssssssssssssssssssssssss

Il problemadi Marzo richiedeva di individuare e giustificare le varie proprieta di un quadrilatero formato dalle bisettrici
degli angoli interni di un trapezio isoscele; di analizzare poi, passando a caso generale del trapezio scaleno, quali erano
invarianti.
La proprieta pit notevole da dimostrare, che nel testo del problema non abbiamo volutamente richiesto in modo esplici-
to, € che una delle diagonali del quadriletero appartiene ad una retta parallela alle basi e passante per i punti medi dei
lati obliqui, qualunque siaiil trapezio.
Nelle risposte che abbiamo ricevuto il problema é stato affrontato in due modi.
Chi nella prima parte ha fatto ricorso ala simmetria (scuole medie e liceo di Bitonto), non ha avuto difficolta a dimo-
strare il parallelismo manon harilevato la proprieta dei punti medi.
Chi invece ha utilizzato nella dimostrazione delle varie proprieta la congruenza del triangoli, non sempre € riuscito a
dimostrare in modo corretto il parallelismo; qualcuno haindividuato il passaggio per i punti medi, ma solo in due rispo-
ste € stato giutificato.
Ci sembra utile soffermarci su questi ultimi fatti, con alcune considerazioni
.Nella prima parte, &€ semplice dimostrare il parallelismo considerando, per esempio, una opportuna coppia di triangoli
isosceli con I'angolo a vertice in comune e, solo dopo, si pud invocare il teorema di Talete per giustificare il passaggio
dellaparallelaale bas per i punti medi dei lati obliqui.
Nella seconda parte la situazione € piu delicata. Si puo procedere nel seguente modo (valido anche per la prima parte):
si costruisce prima una retta parallela ale basi passante per S (un estremo della diagonale del quadrilatero), quindi si
ricorre a teorema di Talete e ala unicita del quarto proporzionale per affermare che tale parallela passa per Q (I'atro
estremo).
Ricordiamo inoltre che, in generale, NON ESISTE il TEOREMA INVERSO di Talete.
Solo nel caso del triangolo ¢’ e un teorema che afferma che se una retta divide due lati in parti proporzionali, dlora €
parallelaal terzo lato (e si dimostra come abbiamo indicato sopra).
Si vedain proposito lasoluzionedel LS* Amaldi” di cui riporteremo la prima parte corredata da una nostra nota.
In qualche risposta e stato analizzato anche il caso del trapezio rettangolo, ma questo rientra in quello generale del tra-
pezio scaleno. In una sola risposta, quella della SM di Rufina, é stata considerata la situazione particolare in cui il qua
drilatero degenera; riportiamo le testuali parole: “ Se le bisettrici ae d si incontrano sull’asser [asse di smmetriadel tra-
pezio isoscel€] il poligono PQRS s riduce ad un punto [centro della circonferenza inscritta nel trapezio]”
Fra le risposte pervenute tre non sono accettabili perché, pur provenendo da scuole superiori, in esse c¢i s limita ad
osservare le proprieta delle figure costruite senza fornire giustificazioni.
Una sola risposta € completa, quella inviata dal LS “F. d'Assisi”, che non riporteremo integralmente perché presenta
inutili ripetizioni.
Le rimanenti, come gia detto, o sono corrette, ma incomplete, oppure contengono errori nelle giustificazioni.
Presenteremo di alcune le parti piu apprezzabili.
L e scuole che hanno parteci pato sono:

Scuola Elementare “G. Galilei”, Alessandria (AL)

SM “G.Zanella", Roveredo in Piano (PN)

SM “L. daVinci”, Rufina (FI)

SM “DadllaChiesd’, S. Genesio (PV)

LS*“Michelangelo”, Forte dei Marmi (LU)

LS“E. Amaldi”, Bitetto (BA)

LS“G. Gdile”, Bitonto (BA)

LS“F. D’Assis’”, Roma (RM)

LS*“G. Ferraris’, Torino (TO)

ITG “Rondani”, Parma (PR) (due risposte)

ITI, LST “Berenini”, Fidenza (PR)

Presentiamo di seguito le soluzioni delle seguenti scuole:

e Classe 3P di S. Genesio, simile nel metodo a quelle della SM di Rufina e della Scuola Media di Roveredo, ma piu
concisa della prima nella esposizione e pitl completa della seconda nelle motivazioni.

e Come gia detto nel commento, LS “F. D’ Assisi” (una soluzione simile ha inviato anche il LS “Michelangelo”, che
enunciamanon giustificail passaggio dellaparallelaalle basi per i punti medi) e LS“E. Amaldi”

 LS“G. Gdile” di Bitonto, la prima parte in quanto s differenzia dalle precedenti nel metodo di dimostrazione.

NOTA: Le correzioni al testo o i commenti sono scritti in parentesi quadra. Sono racchiuse in doppia parentesi quadra
le parti ritenute superflue.



Classe 3P
Scuola Media “ Dalla Chiesa*
San Genesio (PV)

1- 1l trapezio isoscele ABCD é dotato di un asse di ssimmetria[retta“t” passante per i punti medi delle basi]. Le bisettrici
“a’ e"b", di due angoli corrispondenti (DAB e ABC), sono rette corrispondenti nella simmetria di asse “t”, quindi il
punto d’intersezione delle bisettrici (P) non pud che essere un punto fisso appartenente all’asse “t”.
Anche le hisettrici “d” e “c” s corrispondono nella stessa smmetria di asse “t”, e quindi il punto R d’intersezione sara
sull’asse “t”. | punti S[intersezionedi “a” con “d"], Q [intersezione di “b”con “c"] sono punti corrispondenti nella sim-
metriadi asse “t” perché intersezioni di rette corrispondenti.

Per questo motivo il segmento SQ € perpendicolare all’asse e i punti S, Q sono equidistanti dall’ asse.
Percid il quadrilatero PQRS € un deltoide .

2- Poiché nel trapezio isoscele gli angoli BAD+ADC=180° elerette“a’ e “d” sono bisettrici di questi angoali, gli angoli
SAD+ADS=90°.

Per cui DSA € un angolo retto e anche PSR, essendo |’ angolo opposto al vertice, € anch’ esso retto.

Per lo stesso motivo € retto anche I'angolo PQR, quindi il quadrilatero PQRS € inscrittibile in una circonferenza per il
teorema: un quadrilatero € inscrittibile se [[la somma de]]gli angoli opposti [[€]] sono supplementari.
Poiché abbiamo dimostrato che il quadrilatero € un deltoide, allora é circoscrittibile ad una circonferenza per il teorema:
un quadrilatero € circoscittibile ad una circonferenza se la somma dei [di due] lati opposti € uguale [alla somma degli
altri due].

3- Lediagondi del quadrilatero sono: laminore, SQ, € parallelaalle basi; lamaggiore, PR, € perpendicolari ale basi.

4- Seil trapezio ABCD non € isoscele abbiamo notato che si conserva I inscrittibilita della figura ottenuta dall’ interse-
zione delle bisettrici.Questo avviene perché gli angoli, anche in un trapezio scaleno, adiacenti ad un lato sono supple-
mentari.lnoltre la diagonale minore rimane parallela ale basi (verifica con Cabri)

Stefano Paliti e Emiliano Langella
Classe 2B
Liceo Scientifico“F. D' Assisi” - Roma

1 N 1
Prendo in considerazione i triangoli P
DASeCBQ: DA =BC peripotesi
DAS = CBS (angoli) per ipotesi A‘
ADS = BCA (angoli) per ipotesi "
[I triangoli sono congruenti per il secondo criterio] R
Quindi: A B
AS=BQ L M
DS=CQ

DSA = CQB = 90° perché A + D = 180° quindi 1/2 A
+1/2 D = 90° e la somma degli angoli interni di un trian-
golo e 180°.
Essendo PSR e PQR gli [angoli] opposti a vertice rispet-
tivamente di DSA e CQB, misurano 90°.
Il quadrilatero PQRS € inscrivibile perché ha gli angoli
opposti supplementari.
Prendo in considerazione i triangoli
DAT eCBN: DA =BC per ipotesi

C =D per ipotesi

CBN = DAT (angoli) per ipotesi
[I triangoli sono congruenti per il secondo criterio]
Quindi:
AT =BN
DTA = BNC (angoli)
NC=DT
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Il triangolo TNP come abbiamo dimostrato ha gli angoli alla base uguali, quindi éisoscele e TP = NP. Quindi risultano
congruenti, per differenza di segmenti congruenti, PS e PQ.

Prendo in considerazione i triangoli

CLB eDMA

(.11

[In modo analogo si dimostra che] risultano congruenti, per differenzadi segmenti congruenti RQ e RS.

Quindi sePS=PQeRQ=RS

PS+ RQ=PQ +RS

Il quadrilatero PQRS é circoscrivibile perché lasomma [[del suoi]] di duelati opposti € uguale [alasommadegli atri dug].
Prendo in considerazione i triangoli

POR e PRS: RQ = RS per precedente dimostrazione

PQ = PS per precedente dimostrazione PR in comune

[I triangoli sono congruenti per il terzo criterio]

Quindi QPR = SPR (angoli) e PRQ = PRS (angali).

Quindi essendo PR hisettrice dell’angolo SPQ €& anche bisettrice del suo opposto a vertice NPT (angolo). Essendo il
triangolo NPT isoscele, la bisettrice relativa alla base coincide con | altezza e con la mediana, quindi la diagonale PR &
perpendicolare ale basi.

Prendo in considerazioni i triangoli

RVQ eRVS: RV in comune

SRV = QRV (angoali) per precedente dimostrazione

RQ = RS per precedente dimostrazione

[I due triangoli sono congruenti per il primo criterio]

Quindi QVR = RV'S (angoli) e percio sono retti, quindi le due diagonali sono perpendicolari. Quindi se una diagonale
era perpendicolare ale basi I’ altra sara parallela.

CLB = DCL (angoli) perché alterni interni delle rette parallele DC e AB tagliate dalla trasversale CL ma essendo DCL
= BCL (angoli) per ipotest BCL = CLB (angoli), quindi CLB (triangolo) & isoscele. Essendo BQ la bisettrice relativa
allabase del triangolo isoscele CBL, coincide con la mediana e con |’ altezza, quindi CQ = QL. Con I’analogo discorso
fatto questa volta sul triangolo DTA s dimostrache TS = SA.

Se conduciamo da Q la parallela alla base, incontrera il lato CB nel suo punto medio perché come abbiamo dimostrato
Q erapunto medio di CL. Quindi la retta condotta da Q sara sicuramente sul prolungamento di SQ perché altrimenti ci
sarebbero due rette parallele alla base passanti per il punto Q.

([...1

[Si procede in modo analogo per il 1ato AD]

Quindi i prolungamenti di QS intersecano i lati uguali del trapezio isoscele nei loro punti medi.

2)
DCK = CKB (angoli) perché aterni interni delle rette parallele AB e CD tagliate dallatrasversale CK. Ma essendo BCK
=DCK (‘angoali ) per ipotesi risultache KCB = CKB ( angoli ), quindi il triangolo BCK éisoscele con CB = KB.

[[...]] [Analogamente] il triangolo TDA é isoscele con AT

=DA.

Nei triangoli isosceli le bisettrici dell’angolo al vertice \D C/
coincidono con I’ altezza e la mediana, quindi

CQ=0QK.

CQOB =BQK (angoali) = 90°

DS=ST

DSA =AST (angoli) = 90°

Se conduciamo la parallela alla base AB dal punto Q
incontrera il lato CB nel punto medio E perché Q era
punto medio di CK. P
[[...]] [Incontraanche DT in Se DA nél punto medio F]
Quindi SQ // AB // CD.

A + D =180°, quindi nel triangolo DSA, /2D + 1/2A = A B
90° e siccome la somma degli angoli interni di un triango- K T
loe180°, DSA = 90°.

[Analogamente] CQB = 90°.

Quindi seil trapezio non fosse isoscele si conserverebbe il




parallelismo di SQ rispetto alle basi, eil quadrilatero PQRS sarebbe sempre inscrivibile.

Classe 2B
Liceo Scientifico “ E. Amaldi”
Bitetto (Bari)

1)

Il quadrilatero PQRS & convesso, ed ha queste proprieta:

- ha2 angoli retti in Sein Q (gli angoli in A ein D sono
coniugati interni supplementari, la somma delle loro meta
ADS, SAD da90° e quindi per differenza ASD=PSR=90°
e analogamente PQR=90°);

- ha coppie di lati consecutivi congruenti tra loro (AP=BP
essendo il triangolo ABP isoscele per avere gli angoli ala
base AB congruenti, perché meta degli angoli congruenti
alla base maggiore del trapezio isoscele; AS=BQ essendo
congruenti i 2 triangoli rettangoli ADS, BCQ per la con-
gruenza dei lati obliqui AD,BC e degli angoli meta di
quelli alle basi del trapezio isoscele: per differenza si
ottiene PS=PQ e anal ogamente RS=RQ);

- ha diagonali perpendicolari (PS=PQ e RS=RQ compor-
tano I’equidistanza di P ed R dagli estremi S e Q e quindi
PR risulta asse della diagonale SQ);

- e inscrivibile per avere le somma degli angoli opposti
supplementari (S=Q=90° =>S+Q=180° e per differenza
anche P+R=180° essendo 360° la somma dei 4 angoli
interni);

- @ anche circoscrivibile per avere le somma dei lati oppo-
sti congruenti (PS+QR=PQ+SR essendo PS=PQ e
RS=RQ);

- la diagonale SQ ¢ parallela dle basi del trapezio (per il
teorema di Talete RU/UD=RT/TC ma ADU facilmente
isoscele sulla base DU con AS altezza-mediana comporta
che DU=2*SU e analogamente BCT isoscele su CT com-
porta CT=2*QT; sostituendo si ottiene:
RU/(2*US)=RT/(2*TQ) dacui RU/US=RT/TQ
cheimplica SQ parallelaUT);

- quindi ha diagonali una perpendicolare e una parallela A B
alebas del trapezio. / \

[NOTA: la dimostrazione del parallelismo di SQ € valida
solo per la particolare figurain cui R & esterno d trapezio,
per cui U eT s trovano sui lati dei triangoli DRC e SRQ.
Se si modifica la figura in modo che R sia interno, per
poter procedere nello stesso modo occorre mandare per R la parallela ale basi, applicare il teorema di Talete; poi con-
durre per S la parallela dle basi, applicare ancora il teorema di Talete, quindi, per la unicita del quarto proporzionale,
concludere che Q appartiene a quest’ ultima parallela. In questo modo la dimostrazione vale anche per il trapezio scale-
noj

Classe 2E
Liceo scientifico “ G. Galilel”
Bitonto (BA)

1] Tracciatoil trapezio isoscele e le bisettrici dei suoi angoli interni, facciamo le seguenti osservazioni:
e poiché il quadrilatero ABCD e un trapezio isoscele, gli angoli A e D sono supplementari tra loro e di conseguenza
gli angoli ADS e DAS sono complementari in quanto meta di angoli supplementari quindi |I’angolo DSA=90° quindi
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PSR=90° perché opposto a vertice. Analogamente per gli angoli in C e B, da cui CQB=90°, PQR=90°.

Pertanto il quadrilatero SPQR ¢ inscrittibile avendo una coppia di angoli opposti supplementari e in quanto entrambi
retti, la circonferenza circoscritta hal’ipotenusa comune PR come diametro.

e poichéil quadrilatero ABCD € un trapezio isoscele, ha larettar, asse comune delle basi, quale asse di smmetriae
quindi rispetto atale rettasi hanno le seguenti corrispondenze:

(vertici) A->BD->C

(angoli) A->BD->C

(bisettrici) a->bd->c

Dacui segue che: il punto P rimane unito, essendo P=| anb | intersezione di rette corrispondenti;

il punto R rimane unito, essendo R= | cNd | intersezione di rette corrispondenti;

quindi PR=r poiché per due punti passaunasolarettael’asse di smmetria e |’ unicarettaluogo di punti uniti e pertanto
PR perpendicolare alle basi del trapezio;

a punto S=| dNa| corrisponde il punto Q= | cNb | e quindi SQ, segmento congiungente punti corrispondenti, € perpen-
dicolaredl’asser;

quindi SQ// DC ead AB;

e 1l quadrilatero PQRS har come asse di sSsimmetria;

* Al segmento SP corrisponde QP, al segmento SR corrisponde QR , quindi SP=QP e SR=QR in quanto la simmetria
assiadle & una isometria. Pertanto il quadrilatero PQRS € circoscrittibile alla circonferenza di diametro PR avendo la
sommadi due lati opposti congruente alla sommadegli atri due: SP+RQ=PQ+SR.

([...1]
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E’ data una piramide a base triangolare (cioé un tetraedro) di vertici A, B, C, D.

Consideriamo i punti medi M e N rispettivamente degli spigoli AB e AC e li congiungiamo con il vertice D.
Consideriamo inoltre i punti medi | e J rispettivamente degli spigoli BD e CD e li congiungiamo con il vertice A.
Indichiamo con G I'intersezione di MD con Al e con H I’intersezione di ND con AJ.

Tracciamo i segmenti MN, 1J, GH.

1. Dovesi incontrano lerette BG e CH?

2. Di chenaturaeil quadrilatero MNIJ?

3. Qual eil rapporto frai segmenti GH e MN?

4. Qual eil rapporto frai volumi delle due parti in cui il tetraedro viene diviso dal piano AlJ?

Giustificare le risposte.

Commento

Abbiamo ricevuto cinque risposte, una soladelle quali proviene da una scuola media.
Il problema di questo mese riproponeva le proprieta dei punti medi e delle mediane di un triangolo applicate pero ad una
figuratridimensionale: un tetraedro.
Ricordiamo che il tetraedro non & necessariamente un poliedro regolare né una piramide retta, nel testo si parlainfatti di
piramide triangolare senza dtri attributi. Una delle risposte pervenute non € quindi accettabile perchéin essasi conside-
ra esclusivamente un tetraedro regolare.
Anche noi pero abbiamo commesso un errore: nel punto 2) del testo abbiamo chiesto qual € la natura del quadrilatero
MNIJ pensandolo come parallelogramma; in realtail parallelogrammaée MNJI.
Soloi ragazzi della scuola media hanno quindi risposto correttamente dicendo che quel quadrilatero € intrecciato (anche
se hanno tratto le loro deduzioni nel caso particolare del tetraedro regolare). | ragazzi delle superiori invece, anche se
hanno interpretato la nostra intenzione, sono caduti nel nostro stesso errore non segnalando lo scambio di lettere.
Abbiamo convenuto di presentare, con le dovute osservazioni, entrambi i tipi di risposta.
Le scuole che hanno partecipato sono:

SM “Dalla Chiesa’, San Genesio (PV)

LS“E. Amaldi”, Bitetto (BA)

LS“G.Gdlile”, Bitonto (BA)

LS“F. D’Assisi”, Roma (RM)

ITCG “E. Mgjorand’, Castrolibero (CS)
Nessuna delle soluzioni accolte & integralmente corretta, per cui riporteremo per qualche risposta prescelta le parti piu
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significative:

SM di San Genesio, i punti 1) e 2)

LS“F d'Assis”, i punti 1), 2), 3)

LS*G. Gdlile”, completa anche se necessitadi alcune correzione nella parte 4)
Ricordiamo che alle soluzioni inviate dalle scuole medie non richiediamo che siano sempre esaurienti nelle giustifica
zioni, ma che siano perlomeno complete nella esposizione.

NOTA: Le correzioni al testo o i commenti sono scritti in parentesi quadra.
Sono racchiuse in doppia parentesi quadra le parti ritenute superflue.

Classe 3P
Scuola Media “Dalla Chiesa“
San Genesio (PV)

Dopo alcuni tentativi per capire quali fossero le relazioni trai vari enti geometrici fatti col disegno e con Cabri, per tro-
vare la soluzione del problema la prof. ci ha portato in classe cannucce e scovolini per pipa, ago e filo per unirei vertici
con i punti medi, e cosi la costruzione ci & apparsa subito molto chiara.

Abbiamo costruito un tetraedro regolare, marileggendo bene il testo abbiamo dedotto che il tetraedro poteva non essere
necessariamente regolare. Le osservazioni che abbiamo fatto valgono comunque anche per un tetraedro non regolare,
poiché si basano su proprieta delle mediane, vere per un triangolo qualsiasi.

1) | segmenti DM, DN, Al e AJ sono mediane, in quanto congiungenti i vertici D e A con i rispettivi punti medi dei lati
opposti. Quindi i punti G e H sono rispettivamente baricentro dei triangoli ABD e ACD.

Le rette BG e CH, passando rispettivamente per i baricentri G e H tagliano il lato AD, spigolo in comune ale facce
ABD eACD, nel suo punto medio.

2) Nel tetraedro regolare il quadrilatero MNIJ € un quadrilatero intrecciato con i lati MN e 1J di uguale lunghezza per-
ché congiungenti punti medi di due triangoli equilateri uguali, e paralleli perchéi triangoli DBC e ABC si corrispondo-
no in unarotazione attorno all’ asse BC di 60°.

[[I segmenti MJ e IN sono uguali e perpendicolari perché diagonali del quadrato MNJI (MI=NJ perché congiungenti
punti medi di triangoli equilateri uguali) [parte incompleta e superflual]].

Abbiamo controllato con Cabri che anche nel tetraedro non regolare si mantengono sia il parallelismo, sial’ uguaglianza
dei lati MN e 1] [questa affermazione poteva essere facilmente giustificata].

[.]

Paliti Stefano e Langella Emiliano
Liceo Scientifico“F. d’ Assis”
Roma

1) Se prendiamo in considerazione il triangolo ADB e le mediane DM eAl risultacheil punto G €il baricentro. Quindi
laretta passante per il vertice B e per il baricentro incontrera DA nel suo punto medio.

Se prendiamo in considerazione il triangolo ADC e le mediane AJ e DI [DN] risulta che il punto H €& il baricentro.
Quindi la retta passante per il vertice B[C] e per il baricentro incontrera DA nel suo punto medio.
Quindi BG e CH si incontrano nel punto medio del lato DA.

2) Se consideriamo il triangolo ACB, il segmento NM é la congiungente dei punti medi dei lati AC e AB, quindi € la
paralelaa CB e congruente alla sua meta.

Se consideriamo il triangolo DCB, il segmento |J & la congiungente dei punti medi dei lati DC e DB, quindi € la paralle-
laaCB e congruente alla sua meta.

Quindi MN ¢ parallela e congruente a Jl, quindi il quadrilatero JJINM [come evidenziato nel commento era corretto scri-
vere |IINM] € un parallelogramma.

3) Se consideriamo DG osserviamo che € il doppio di GM perché la parte di mediana che va dal vertice al baricentro &
doppiadi quellache vadal baricentro a punto medio del lato.

Quindi il segmento DG ¢é 2/3 dellamediana GM[DM].

Per 1o stesso discorso fatto sulla mediana DN risultache DH € 2/3 di DN.

| triangoli DHG e DNM sono simili perché hanno un angolo in comune e 2 lati in proporzione e il rapporto che legai
lati €2/3. Da questo deduciamo che HG € 2/3 di MN.



Classe 2E
L.S. “G. Galilg”
Bitonto (BA)

1) Costruita la piramide triangolare ABCD e presi in con-
siderazione i punti medi indicati nellatraccia, si hache G,
essendo il punto intersezione di MD con Al, entrambe per
costruzione mediane nellafacciaABD, ne éil baricentro e
quindi appartiene allafaccia; analogamente H € il baricen-
tro e appartiene alla faccia ACD, in quanto punto di
incontro di sue mediane: ND e AJ.

Laretta BG, pertanto, conterra la terza mediana di ABD e
quindi intersechera AD nel suo punto medio F (le tre
mediane di un triangolo si intersecano nel baricentro),
cosi come la retta CH conterra la terza mediana di ACD e
intersechera ancora AD nel punto medio F. Quindi le rette
BG e CH s incontrano nel punto medio dello spigolo AD

2) Nél triangolo di base ACB, MN & il segmento congiun-
gente i punti medi di due lati per cui & parallelo a terzo
lato BC ed é congruente alla sua meta. Analogamente nel
triangolo DCB, faccia laterale della piramide, J € il seg-
mento congiungente i punti medi di due lati e quindi &
ancora parallelo a terzo lato BC e congruente alla sua meta. Ne consegue che MN=IJe MN // JI per transitivita e dun-
que il quadrilatero MNIJ [come evidenziato nel commento era corretto scrivere MNJI] € un parallelogramma, avendo
due lati opposti paralleli e congruenti.

3) Il baricentro di un triangolo divide ogni mediana in due parti di cui quella che contiene il vertice & doppia dell’ atra,
pertanto DG=2GM e DH=2HN. Nel triangolo sezione DMN, il segmento HG individua sui lati DN e DM segmenti pro-
porzionali e pertanto € parallelo al terzo lato NM. Ne consegue cheiil triangolo DHG risulta simile ad DNM eil rappor-
to di similitudine & dato da DH/DN=2/3, da cui anche HG/NM=2/3.

4) 1l piano AlJ divide il tetraedro in due piramidi: ABCIJ di base il trapezio CBIlJ e lapiramide AIJD di base il triangolo
DIJ. Si osserva che le due piramidi ottenute hanno |a stessa altezza, data dalla distanza del vertice comune A dal piano
di base comune DCB, poiché le basi sono le parti in cui lafaccia DCB resta divisa dal segmento 1J parallelo al lato BC.
Pertanto il rapporto frai volumi delle due piramidi & uguale a quello delle aree delle basi, tenendo conto della formula
V = Ab*h/3.

Considerando che I1J & il segmento congiungente i punti medi di due lati di DCB, staccail triangolo DIJ che & simi-
le a DCB [con] rapporto [di similitudine] 1/2 e pertanto Area(D1J) = (1/4)* Area(DA[C]B), da cui Area (BCJl) = (3/4)*
Area(DA[C]B) e infine Area(D1J) = 3[(1/3)]* Area(BClJ). Per quanto detto in precedenza allora anche il rapporto frai
volumi delle due piramidi [nell’ ordine citato al’inizio] & 3.
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a) Sono dati un rettangolo ABCD di base AB e altezza AD ed un punto E situato sulla semirettadi origine A con-
tenente B.

Codtruire il rettangolo AEFG, con A e F vertici opposti, equivalente ad ABCD e situato dalla stessa parte di
ABCD rispetto allarettaAE. Giustificare la costruzione.

b) Quale figura descriveil punto F al variare di E sulla semiretta AB?

Quale “legge” matematica e rappresentata da tale figura?

¢) Siano r et due semirette di origine O. Riportare su r i segmenti OS e OP, congruenti rispettivamente ai lati AB
e AD dd rettangolo assegnato, e sut i segmenti OR e OQ, congruenti rispettivamente ai lati AG e AE del rettan-
golo costruito in 8). Dimostrare chei punti S, P, Q, R appartengono ad una stessa circonferenza
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Abbiamo ricevuto tre risposte; ci hanno seguiti fino all’ ultimo problema di questo anno scolastico due scuole superiori
ed una scuola mediainferiore:



SM “G. Zanelld’, Roveredo in Piano (PN)

LS“E. Amaldi”, Bitetto (BA)

LS“G. Gdlilei”, Bitonto (BA)
Il problema di questo mese comprende due fasi di lavoro. Nella prima, punti a) e b), si giunge alla costruzione di un
luogo geometrico, grafico dellalegge di proporzionalitainversa; nella seconda parte, punto c), si utilizza la proporziona-
lita inversa fra due coppie di segmenti per dimostrare |’ appartenenza di quattro punti ad una stessa circonferenza.
Riconosciamo cheil problema proposto non era semplice, soprattutto per i piu piccoli.
Lerisposte inviate dai ragazzi dei due licei sono complete e corrette, abbastanza simili nella prima fase si differenziano
nettamente nella dimostrazione del punto c).
Nellarisposta della scuola media inferiore, una seconda classe, si fornisce una costruzione interessante, anche se un po’
laboriosa, del luogo richiesto. In essa si faricorso a secondo teorema di Euclide anziché utilizzare le proprieta dell’ e-
quivalenza. Questi ragazzi hanno tentato poi di dimostrare il quesito del punto c), documentandosi anche su questioni
che esulano dal loro iter scolastico, ma hanno gettato la spugna ad un passo dalla conclusone.

Abbiamo stabilito di presentare le tre soluzioni che ci sono pervenute, corredate dalle loro figure, inserendo nella rispo-
stadella scuola di Roveredo, con una nota, una possibile conclusione per il punto c).

NOTA: Le correzioni al testo o i commenti sono scritti in parentesi quadra. Sono racchiuse in doppia parentesi quadra
le parti ritenute superflue.

Soluzioni

Classe 2B D C
Liceo Scientifico “E. Amaldi”

Bitetto (BA)

Inriferimento alle figure alegate,

a) Dato il rettangolo ABCD, sulla semiretta AB prendia-

mo un punto E (a destra di B, o a sinistra) e lo congiun-

giamo con D.

Da vertice B mandiamo la parallela alla retta DE e chia- F
miamo G I’intersezione di tale retta con la retta AD. G

Il triangolo ABD, meta del rettangolo ABCD, & somma

dei 2 triangoli ABG e BDG, ma tale triangolo BDG ¢ A

equivalente a BEG (hanno la stessa base BG e altezze B E
DH, EK congruenti perché comprese tra 2 parallele);
quindi ABD equivale ad ABG+BGE=AEG e pertanto
ABCD equivale ad AEFG.

b) Il vertice F, a variare di E sulla semiretta AB, descrive D

un ramo di iperbole tangente alle semirette AB e AD (vedi C
file FI2bAmaldi1l.htm che abbiamo editato in CabriWeb
con I’aiuto del nostro docente). Se indichiamo con b, h, x
ey le misure di AB, AD, AE e AG, dall’ equivalenza dei

due rettangoli s ottiene y=bh/x legge della proporziona- G F
litainversa.
¢) Riportiamo le misure b, hin OS e OP, le misure x, y in A B E

OQ e OR e consideriamo la circonferenza passante per i
tre punti S, P, Q (circoscritta al triangolo SPQ, con O’
intersezione dell’asse di SP con quello di PQ). Se indi-
chiamo con R’ I'intersezione della circonferenza con OQ), 0
per il teorema delle secanti sara OR'/OP=0S/0OQ. Ma dal- §\_/ P
I’ equivalenza precedente y=bh/x diventa OR/OP=0S/0Q
e per |'unicita della 42 proporzionale otteniamo infine
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OR'=0R. Pertanto i quattro vertici S,PQ,R appartengono
allastessa circonferenza.

Classe 2E
Liceo Scientifico “ G. Galile”
Bitonto (BA)

a) Disegnato il rettangolo ABCD di base AB e altezza AD
e preso il punto E sulla semiretta AB , per ottenere il ret- G F
tangolo AEFG equivalente ad ABCD eseguiamo le
seguenti costruzioni:

1. Si costruisce il triangolo ABN equiesteso ad ABCD

avendo la stessa base e altezza AN=2AD; N

2. Si congiunge E con N e s traccia per B laretta paral- D C
lelaa NE che incontrala semiretta AD in M. Si € ottenuto

il triangolo AEM equiesteso ad ABN perché somma di A E B

triangoli equiestesi, infatti AEM=ANE+NEM,
ABN=ANE+EBN con ANE parte comune e NEM equiv.
EBN in quanto triangoli con la stessa base NE e stessa
altezza perché compresi nella stessa striscia di piano deli-
mitata dalle rette paralele NE e MB.

3. Si cogtruisce il rettangolo AEFG di base AE e altezza
AG=1/2AM, equivaente ad AEM. Per la proprieta transi- R
tiva dell’ equiestensione si ha che ABCD equiv. ABN
equiv. AEM equiv. AEFG.

b) Al variare di E sulla semirettaAB, F descrive il ramo di
iperbole equilatera avente per asintoti le semirette AB e
AD, giacché indicata con k=area(ABCD) e detto AE=X, .
AG=y s haxy=k, legge della proporzionalitainversa. Q

¢) Riportati i segmenti OS=AB, OP=AD sulla semiretta
Or e OR=AG e OQ=AE sulla semiretta Ot, osserviamo
chei triangoli OPQ e ORS sono simili avendo I’angolo O
in comune e i lati che lo comprendono in proporzione,
giacché da AB* AD=AE* AG segue che OS*OP=0Q*OR
e quindi OS:0Q=0R:0OP. Ne consegue che gli angoli
OQP e OSR sono congruenti, perché corrispondenti.
L'angolo PQR, essendo adiacente e quindi supplementare
di OQP, lo sara anche di PSR. Ne consegue che il quadri-
latero PSRQ, avendo una coppia di angoli opposti supple-
mentari, € inscrittibile in una circonferenza e pertanto i
punti B, S, R, Q appartengono ala stessa circonferenza. .
Per costruire la circonferenza, basta tracciare gli assi di u
unacoppiadi lati del quadrilatero PSRQ. ; :

Classe 2A

Scuola Media“G. Zandlla”

Roveredo in Piano (PN)

a)

Dato il rettangolo ABCD.

1. Circonferenzac di centro B, passante per C; . N

2. Intersezionedi ¢ con lasemirettaAB aladestradi B: C'; C\\ ; ,,;.'" W \4
3. Punto medio M traA eC’; '
4 g
5

. Circonferenza k di centro M, passante per A; k
. Intersezione di k con la retta BC: consideriamo N TTeeeeent
dallaparte di C rispetto alarettaAB.




* In questo modo abbiamo determinato il triangolo AC'N, rettangolo in N (inscritto ala semicirconferenza di centro M
ediametro AC') le cui proiezioni dei cateti sull’ipotenusa risultano congruenti alle dimensioni del rettangolo ABCD.

6. Rettat paralelaallasemirettaAB, passante per N,

7. Punto E sulla semirettaAB;

8. Rettau perpendicolare alla semiretta AB; suaintersezione cont: P,

9. Segmento AP;

10. Retta v, perpendicolare ad AP per P; suaintersezione con la semirettaAB: Q;

* E épunto di animazione.

Il triangolo rettangolo (per costruzione) APQ hal’ altezza rispetto all’ ipotenusa, PE, congruente al segmento NB (altezza
rispetto al’ipotenusa del triangolo AC'N). Il prodotto delle dimensioni delle proiezioni dei cateti sull’ipotenusa & uguale
al quadrato della dimensione dell’ altezza rispetto I ipotenusa (Euclide); essendo I’ altezza costante a variare di E, lo sara
ancheil prodotto delle dimensioni dei segmenti AE ed EQ.

11. Circonferenzaw di centro E, per Q; suaintersezione con u dallapartedi C: F;

12. Perpendicolare ad u per F e sua intersezione con la
retta AD: G. Poligono (rettangolo) AEFG con i lati con-
gruenti alle proiezioni dei cateti sull’ipotenusa (triangolo
APQ).

b)

- Luogo di F a variare di E sulla semiretta AB: ramo di
iperbole.

- Le grandezze rappresentate sono inversamente propor-
zionali.

c)

(Costruzione: asse di due dei lati del quadrilatero PRQS;
intersezione W; circonferenza z di centro W per S)
[La costruzione € solo una verifica, segue un tentativo di
dimostrazione]

» Sappiamo che: il prodotto tra OP e OS é uguale a pro-
dotto tra OR e OQ (per quanto detto al punto a)), da cui: il
rapporto tra OP e OR equivale a rapporto tra OQ ed OS.

Il rapporto precedente riferito alle dimensioni del lati del
triangoli OPQ e ORS indica che sono simili, perché
hanno |’ angolo di vertice O in comune.

* Consideriamo i triangoli PST ed RQT (T € intersezione dei segmenti SR e PQ) che risultano simili avendo gli angoli
corrispondenti congruenti (gli angoli di vertice T, opposti a vertice; gli angoli in S ed in Q sono congruenti per quanto
detto al punto precedente). Il rapporto tra PT e ST equivale a rapporto traRT e TQ.

* Si deduce I'uguaglianzatrai prodotti di ST, RT e PT, TQ.

Considerazioni:

Abbiamo trovato (aiutati dall’insegnante) nel manuale di Cabri, il teorema della potenza di un punto (Libro 111 degli ele-
menti di Euclide, Proposizione 35), ci sembra pero, che noi avremmo bisogno del suo inverso. Quanta fatical

[NOTA: dalla congruenza degli angoli PST e TQR si pud dedurre (esiste un teorema apposito) chei punti S e Q appar-
tengono ad un arco di circonferenza di estremi P ed R; o stesso ragionamento si puo fare a partire dai punti P ed R]
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Alcune considerazioni

Scorrendo la tabella che affianca la mappa, sfogliando le risposte pubblicate e ripensando a quante invece non lo sono
state € interessante osservare, nel microcosmo del partecipanti a FLATIandia, le differenze che si evidenziano nel com-
portamento e nell’ interesse relativi alla attivita.

Vi sono classi che partecipano coralmente, gruppi costituiti daragazzi di classi parallele, ragazzi che partecipano singo-
larmente o in collaborazione con uno o pit compagni.

Dietro di loro ci sono sicuramente insegnanti che riconoscono il ruolo formativo della geometria, stimolando nei loro
allievi la curiosita per le questioni geometriche.

Segnaliamo ancora la partecipazione di una quinta elementare, che hainviato piu volte le costruzioni realizzate con il
software Cabri I1.

Vi sono class e ragazzi che seguono |’ attivita con una continuita veramente lodevole, altri invece che partecipano in
modo saltuario, trovando probabilmente difficolta a conciliare il loro percorso scolastico con i quesiti proposti. Alcuni,
dopo una prima apparizione hanno abbandonato I’ attivita. Non vorremmo che questi ultimi fossero demotivati dall’in-
successo dellaloro risposta.

La partecipazione a FLATIandia non deve essere necessariamente una dimostrazione di abilita, anche se le risposte da
pubblicare vengono scelte frale migliori. Deve essere soprattutto la espressione di un interesse a misurarsi e a confron-
tarsi in un impegno logico-matematico, che si svolge tramite le nuove tecnologie, che accomuna scuole e ragazzi sparsi
in tutta la nazione e non solo. Abbiamo avuto occasione di appurare che i problemi di FLATIandia vengono letti, attra-
verso Internet, anche da scuole di linguaitaliana che si trovano al’ estero.

Ancora unavoltale curatrici di questo quarto resoconto sull’ attivita di FLATIlandia desiderano ringraziare:
AnnaMariaArpinati e Valerio Mezzogori, per aver progettato e promosso questa attivita;

Giuliano Mazzanti e Valter Roselli per il prezioso apporto delle loro competenze disciplinari nella scelta dei problemi e
nella correzione degli elaborati;

Alberto Mingardi per la sua collaborazione nella gestione delle pagine web;

il Consiglio Direttivo dell’|RRSAE Emilia Romagna per avere approvato |’ attivita e messo a disposizione i mezzi
dell’ Istituto per la suariuscita;

la casa editrice Loescher di Torino, distributrice del software Cabri-géométre, per avere finora supportato I'iniziativa
sostenendo |e spese delle precedenti e della presente pubblicazione.



In che cosa consiste veramente |la matematica? Assiomi (come il postulato della
parallela)? Teoremi (come il teorema fondamentale dell’ algebra)? Dimostrazioni
(come la dimostrazione di indecidibilita di Goédel)? Definizioni (come quella di
dimensione di Menger)?... La matematica di sicuro non esisterebbe senza questi
ingredienti; sono essenziali. Non di meno e ragionevol e sostenere che nessuno di
loro ne costituisce il cuore, che lo scopo principale di ogni matematico é risolvere
problemi: per questo, problemi e soluzioni sono la reale essenza della matematica.

Halmos, 1980, The heart of mathematics, American Mathematical Monthly, 87, pag. 519
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FL ATlandia, geometria on-line

L' IRRSAE déll’ Emilia Romagna,
valendosi dell’ apporto di operatori interni
e di collaboratori esterni all’ I stituto,
ha proposto questo servizio in rete
rivolto a docenti e alunni
che s interessano di matematica.

Il servizio, promosso nell’ anno scolastico 97/ 98,
e giunto a suo quinto anno di attivita,
havisto I’ adesione di Istituzioni Scolastiche
di vario tipo.

Nel presente volumetto il resoconto
del quarto anno di attivita
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