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Introduzione
Il Cabri-Géomètre è stato utilizzato quasi esclusivamente per esplorare situazioni euclidee. Con
l’ausilio dell’opzione macrocostruzione è possibile estendere il suo dominio di applicazione alla
geometria non-euclidea.
Il problema da affrontare, allora, è quello di interpretare i concetti primitivi della geometria non
euclidea iperbolica in altrettante costruzioni euclidee da realizzare sul Cabri.
Quello che mi propongo di illustrare è

• la costruzione di un menu iperbolico per il Cabri
• l’esplorazione di situazioni significative sul modello di Poincaré sul disco.

I Modello di Poincaré

Per la costruzione del modello di Poincaré  devo adoperare alcune nozioni euclidee che richiamo
preliminarmente.

■ I.1 Inversione circolare
Dato nel piano un cerchio c di centro O e raggio r , l’immagine di un punto P, per inversione circo-
lare, è il punto P’ appartenente alla semiretta OP tale che

OP x OP’ = r
2

L’inversione è una trasformazione 
• 1.1 definita per ogni punto  P del piano  diverso dal punto O
• 1.2 involutoria
• 1.3 conforme 
• 1.4 che lascia invariato il birapporto di quattro punti

che trasforma:
• 1.5 c in c
• 1.6 una retta  r in  

• 1.7 un cerchio a in  

• 1.8 l’interno del cerchio c nell’esterno e viceversa

Per un percorso didattico per lo studio di queste  proprietà  vedi [ 1 ] e [ 4 ].

Sono state proposte alcune macro  per l’inversione circolare  (vedi [ 4 ] e [ 6 ] ), richiamo quella
proposta da Zagabrio (vedi [ 6 ] ) ottimizza il numero di oggetti per realizzare la costruzione (vedi
la figura I.1). 

• 1 creazione del cerchioinv (creazione/cerchio di base) ; 
• 2 costruzione del punto O centro del cerchio inv (costruzione/centro); 
• 3 creazione del punto P ( creazione/punto di base); 
• 4 creazione della retta r per i punti P e O (creazione/retta per 2 punti); 
• 5 costruzione della retta s per O perpendicolare a r (costruzione/retta perpendicolare); 
• 6 costruzione del punto A intersezione tra inv e  s (costruzione/intersezione di due oggetti);
• 7 creazione del segmento PA (creazione/segmento);
• 8 costruzione della retta t per A perpendicolare al segmento PA (costruzione/retta perpendico-

lare);
• 9 costruzione del punto R intersezione tra t ed r (costruzione/intersezione di due oggetti);
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• 10 costruzione del punto P’ simmetrico di R rispetto ad O (costruzione/simmetrico).

▼ macro “inversione circolare”
• 1 selezionare come oggetti iniziali inv, O e P
• 2 selezionare come oggetto finale P’

La versione Cabri - Géomètre II ha tra le opzione del menu l’inversione circolare.
Nel seguito utilizzo la notazione invc(_) per indicare l’inversione circolare definita dal cerchio c.

■ I.2 Cerchi ortogonali
Il cerchio c è ortogonale al cerchio c* se le  tangenti per il  punto di intersezione dei due cerchi
sono ortogonali.
Dalla definizione si può dedurre che 

• 2.1 i punti di intersezione di due cerchi ortogonali si ottengono intersecando uno di essi con il
cerchio che ha per diametro il segmento che unisce i loro centri
infatti (vedi la figura I.2) dalla definizione i triangoli OAO* e OBO* sono rettangoli ed hanno l’ipo-
tenusa coincidente allora devono avere i vertici sul cerchio che ha per centro M punto medio di
OO* e passante per il punto O.

figura I.2
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• 2.2 c* è ortogonale a c sse c* = invc(c*)
dal teorema della secante e della tangente ad un cerchio si ha (vedi la figura I.3)

OA x OB = OD
2

figura I.3

Sfrutto la proprietà 2.1 per costruire il cerchio c* di centro O* ortogonale a c (vedi la  figura I.4)
• 1 creare il cerchio c di centro O (creazione/cerchio di base e costruzione/centro)
• 2 creare il punto O* (creazione/punto di base)
• 3 costruire M punto medio del segmento OO* (costruzione/punto medio)
• 4 creare il cerchio d di centro M per O (creazione/cerchio centro - punto)
• 5 costruire il punto  A intersezione tra d e c (costruzione/intersezione di due oggetti)
• 6 creare il cerchio c* di centro O* per A (creazione/cerchio centro punto)

figura I.4

▼ macro  “cerchio ortogonale di centro dato”
• 1 selezionare come oggetti iniziali c, O e O*
• 2 selezionare come oggetto finale c*

Applico la proprietà 2.2 per costruire il cerchio c* ortogonale  a c per i punti A e B del disco c

7
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(vedi la figura I.5).
• 1 aprire la macro inversione circolare (costruzione/macro) 
• 2costruire il punto A’ = invc(A) (costruzione/inversione)
• 3 costruire la retta r asse del segmento A , B e la retta s asse del segmento  AA’

(costruzione/asse)
• 4 costruire il punto O* intersezione tra r e s (costruzione/intersezione di due oggetti)
• 5 creare il cerchio c* di centro O* per A (creazione/cerchio centro - punto)

figura I.5 

▼ macro  “cerchio ortogonale per due punti”
• 1 selezionare come oggetti iniziali c, A e B
• 2 selezionare come oggetti finali c* e O*

Costruzione del modello
Nel seguito i termini in corsivoindicano enti del modello.

■ I.3 Lo spazio
Lo spazioè costituito dai punti del disco aperto di frontiera il cerchio iper di centro O, i punti
impropri sono i punti di iper, le rette sono i diametri di iper (rette del I tipo) e gli archi di cerchi
ortogonali ad iper in esso contenuti (rette del II tipo).
Data la retta r si definisce come simmetriarispetto ad r la simmetria del piano euclideo se r è del
I tipo, l’inversione circolare individuata da r se è del II tipo; la simmetriasopra definita gode di
tutte le proprietà dell’ordinaria simmetria [1], [2].
La perpendicolares ad una retta r per un puntoP è caratterizzata dall’essere unita rispetto alla
simmetria  individuata da r : se P Ó r (vedi la figura I.6)

• 1 costruire il simmetricoP’ di P rispetto ad r 
• 2 costruire il cerchio ortogonale s ad iper per P e P’ .

8
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figura I.6

▼ macro  “ h-perpendicolare punto esterno a retta del II o I tipo”
• 1 selezionare come oggetti iniziali iper, O, r , P, (iper, O, r* , P)
• 2 selezionare come oggetti finali s, O’, (s*, O* )

Nel caso P [ r la costruzione della perpendicolares dipende dal tipo di retta:
• r del primo tipo (vedi la figura I.7)

• 1 costruire P’ =  inv iper(P)
• 2 costruire O* punto medio del segmento PP’ (costruzione/punto medio)
• 3 creare il cerchio s di centro O* e passante per P (creazione/cerchio centro - punto)

figura I.7

Il punto O* è l’intersezione tra r e l’asse del segmento PP’, infatti s è ortogonale ad r allora
O*[ r , s è ortogonale a iper allora O* è un punto dell’asse di PP’. 

9
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▼ macro  “ h-perpendicolare I”
• 1 selezionare come oggetti iniziali iper, O, r , P
• 2 selezionare come oggetti finali s, O*

• r del secondo tipo (vedi la figura I.8)
• 1 creare la retta t per OP (creazione/retta per due punti)
• 2 costruire la retta v perpendicolare a t per O’ (costruzione/retta perpendicolare)
• 3 creare il segmento O’P (creazione/segmento)
• 4 costruire la retta u perpendicolare a O’P per P (costruzione/perpendicolare) 
• 5 costruire O* intersezione tra u e v (costruzione/intersezione di due oggetti)
• 6 costruire il cerchio s di centro O* e passante per P (creazione/cerchio centro punto)

figura I.8

Il punto O*  è l’intersezione tra la tangente u per  P a r e la perpendicolare v alla retta t , infatti s è
ortogonale ad r allora O*[ u, s è ortogonale ad iper allora O*[ v.
Nel caso in cui O, O’ e P sono allineati la perpendicolareè la retta OP. 

▼ macro  “ h-perpendicolare II”
• 1 selezionare come oggetti iniziali iper, O, r , O’ , P
• 2 selezionare come oggetti finali s, O*

■ I.4 Costruzione della bisettrice
Dato l’angolo rAs la bisettriceè la retta che individua la simmetriache trasforma la retta r nella
rettas. La procedura di costruzione dipende dalle rette incidenti che individuano l’angolo

• se leretter ed s sono del I tipo labisettricecoincide con la bisettrice euclidea,

• se la retta r è del I tipo ed s è del II tipo (vedi la figura I.9) 
• 1 costruire la perpendicolare t ad r per O’ (costruzione/perpendicolare)
• 2 costruire i punti O* e O**  intersezione tra s e t (costruzione/intersezione di due oggetti)
• 3 costruire i cerchi  bi* e bi** passanti per A di centro rispettivamente   O*  e O** (creazio-

ne/cerchio centro - punto)

10
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figura I.9
I punti O* e O** sono l’intersezione tra s e  t, infatti per 1.6 sono sul cerchio s, per 2.2 sono sulla
perpendicolare a r per O’ .
Per 2.1 bi* e bi** sono ortogonali.

▼ macro  “ h-bisettrice I, II”
• 1 selezionare come oggetti iniziali r , s, O’ e A
• 2 selezionare come oggetti finali bi*, O*, bi** e O**

• se le retter ed ssono del II tipo (vedi la figura I.10)
• 1 costruire i punti B e C intersezione tra  r e  iper (costruzione/intersezione di due oggetti)
• 2 costruire il punto C’ intersezione tra  s e  iper (costruzione/intersezione di due oggetti)
• 3 creare la retta p per O’O’’ (creazione/retta per due punti)
• 4 creare la retta q per B, C’ e la retta t per C, C’ (creazione/retta per due punti)
• 5 costruire il punto O* intersezione di t e p ed il punto O** intersezione tra p e q (costruzio-

ne/intersezione di due oggetti)
• 6 creare il cerchio bi*  e bi** passanti per A e di centro rispettivamente O*  e  O**  (creazio-

ne/cerchio per due punti) 

Il punto O*  e il punto O**  sono rispettivamente l’intersezione tra  le rette t e p e le rette p e q,
infatti i cerchi r , s, bi* e bi** sono incidenti in  A e invasse(A) allora O*[ p e O** [ p, C’ =
invbi*(C) allora O*[ t, B = invbi** (C) allora O** [ q.
bi** = invbi*(bi**): i punti di intersezione tra iper e bi** si trasformano uno nell’altro rispetto
all’inversione individuata da bi* e A = invbi*(A).   

▼ macro  “ h-bisettrice II”
• 1 selezionare come oggetti iniziali iper, r , O’ , s, O’’ e A
• 2 selezionare come oggetti finali bi*, O*, bi** e O**
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Se t è parallela a p, (q è parallela a p), la bisettriceè la retta per OA.

figura I.10

■ I.5 Costruzione del punto medio  e dell’asse
Dato il segmentodi estremi A e B
• se A, B, O non sono allineati per individuare il punto medio (vedi la figura I.11)

• 1 costruire il cerchio ortogonale p per A e B di centro C (costruzione/cerchio ortogonale)
• 2 costruire i punti D e D’ intersezione tra iper e p (costruzione/intersezione di due oggetti)
• 3 costruire le rette q e r rispettivamente per DD’ e AB (creazione /retta per due punti)
• 4 costruire il punto E punto di intersezione tra q e r (costruzione/intersezione di due oggetti)
• 5 costruire il segmento EC ( creazione/segmento)
• 6 costruire la perpendicolare t per O a EC (costruzione/perpendicolare)
• 7 costruire il punto F intersezione tra t e EC (costruzione/intersezione di due oggetti)
• 8 creare il segmento OF (creazione/segmento)
• 9 costruire il punto M intersezione tra OF e  p (costruzione/intersezione di due oggetti)

Per costruire l’asse ripetere le istruzioni  fino a • 6
• 7’ costruire l’intersezione M tra t e p (costruzione/intersezione di due oggetti)
• 8’ creare il cerchio assedi centro E passante per M (creazione/cerchio centro punto) 

I l  punto E è l ’ intersezione tra r e q , infatt i  B = inv asse(A ) al lora E [ r AB , D’ =
invasse(D)allora  E [ r DD’.
Per 2.2 l’intersezione tra assee p è sulla perpendicolare per O ad EC.
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Le istruzioni da • 7 a • 9   sono utilizzate per individuare l’intersezione tra p e t compresa tra A e B.

▼ macro  “ h-punto medio”
• 1 selezionare come oggetti iniziali iper, O, A e B
• 2 selezionare come oggetti finali M

▼ macro “ h-asse”
• 1 selezionare come oggetti iniziali iper, O, A e B
• 2 selezionare come oggetti finali asse

Se r è parallela a q l’ asseè la retta per OC, il punto medioè l’intersezione tra p e OC. 
• se A, B, O sono allineati la costruzione precedente non è possibile perché il punto E non è indivi-
duabile, allora,

• 1 creare un punto Q non allineato con A, B
• 2 costruire  il cerchio w ortogonale ad iper per A e Q
• 3 costruire il punto B’ corrispondente di B rispetto all’inversione w
• 4 costruire il punto medioe l’assedel segmentoAB’
• 5 costruire i corrispondenti degli oggetti costruiti nel punto • 4 rispetto all’inversione w.
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II Esplorazione del modello

■ II.1 Rette parallele ed iperparallele
Le rettedel modello, rispetto alla relazione di incidenza possono essere secanti(l’intersezione è un
punto del disco iper), parallele(l’intersezione è un punto del cerchio iper), iperparallele(l’interse-
zione  è vuota). (vedi la figura II.1)

figura II.1                                                                                                                             figura II.2

Per costruire le parallelead una retta r per un puntoP Ó r (vedi la  figura II.2) 
• 1 costruire  le intersezioni H e K tra r e iper (costruzione/intersezione di due oggetti)
• 2 costruire i cerchi ortogonali s e t rispettivamente per P, H e per  P, K (costruzione/cerchi

ortogonali);

▼ macro “rette parallele”
• 1 selezionare come oggetti iniziali iper, O, r , P
• 2 selezionare come oggetti finali s, t, Os, Ot

per costruire le iperparallele(vedi la figura II.2)
• 1 prendere un punto J appartenente a (cerchio iper) \ (disco r ) (costruzione/punto su un oggetto)
• 2 costruire il cerchio ortogonale per P, J (costruzione/cerchio ortogonale)

La relazione di “non incidenza”sull’insieme delle rettedel modello  non è una relazione di equiva-
lenza, per esempio la proprietà transitiva non è vera per le rettedella figura II.2; esiste qualche  sot-
toinsieme  delle retteper cui la relazione è di equivalenza ?
Esploro alcune configurazioni :

• costruisco tre rettea , b e c iperparallele, muovo  c, per le rette iperparallelenon sempre è valida
la proprietà transitiva (vedi la figura II.3);

• se b || a muovo c e individuo una configurazione in cui c || b ma incidente a (vedi la figura II.4)
esiste, tuttavia, un caso in cui le tre rette hanno in comune solo lo stesso punto improprio, esploro
questa particolare situazione (vedi la figura II.5);

• costruisco tre rettea , b e c con lo stesso punto improprio, muovo c, per qualsiasi posizione di c
le rettesono parallele.

14
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figura II.3                                                                                                                             figura II.4

figura II.5                                                                                                                             figura II.6

Posso dare una giustificazione formale di questo fatto?
Se a e b oltre in A sono incidenti in B saranno incidenti anche in B’ = inv iper(B), infatti a = inv iper(a)
e b = inv iper(b), quindi ho due cerchi con tre punti in comune allora coincidono.

Nel caso euclideo rette con la stessa perpendicolare sono parallele, cosa accade nel  modello ?
Costruisco (vedi la figura II.6) una retta a, prendo due punti P e Q appartenenti ad a, costruisco le
rette b e c perpendicolaread a per P e Q, b e c sono iperparallelee continuano ad esserlo quando
P varia su a.

E’ sempre vero ?
Le rette b e c sono unite rispetto alla simmetriaindividuata da a, quindi se sono parallele hanno
due punti impropri in comune, se sono incidenti hanno due punti in comune, in entrambi i casi
coinciderebbero.

Conclusione :
Sull’insieme delle rette parallelecon stesso punto improprio o sull’insieme delle rette iperparalle-
le con la stessa perpendicolarela relazione di “non incidenza” è una relazione di equivalenza.
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_ Date due rettea e b parallele, se c > a allora  c > b ?
Costruisco le rette parallelea e b, scelgo un puntoP su a, costruisco la retta c perpendicolaread a
per P, prendo i puntiQ ed R su b, costruisco R’ = invc(R) e Q’ = invc(Q), costruisco la rettab’ per
R’Q’ (vedi la figura II.7)

figura II.7

muovo P su a, osservo che 
- b’≠ b, allora c non è perpendicolarea b.
- la rettab’ è parallelaad a nell’altro punto improprio.

Quanto congetturato è vero in generale, infatti se A = a ù b allora  A’ = invc(A) [ b’ .
- Date due rettea e b iperparallele, se c > a allora  c > b ?
Costruisco le rette iperparallelea e b, scelgo un puntoP su a, determino la retta c, perpendicolare
per P ad a. Costruisco b’ = invc(b), muovo P e scopro che esiste una configurazione in cui b = b’ ,
posso caratterizzarla ? (vedi la figura II.8)
Il cerchio iper e a sono ortogonali a c, allora i punti A e B, intersezione tra  iper e a si corrispondo-
no nell’inversione circolare individuata da c, analogamente per i punti C e D, intersezione tra b e
iper, C = invc(D), il centro O* di c è l’intersezione delle rette r ed s, rette  rispettivamente per AB e 
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CD; iper e c sono ortogonali ad a e b, allora i punti di intersezione E ed F sono allineati sia con O’
che con O’’ , allora i punti O’ , E, F e O’’ sono allineati, quindi c è un cerchio di centro O* per E.
Costruzione della perpendicolarea due rette iperparallele

• 1 costruire i punti  A e B intersezione tra iper e a, i punti C e D intersezione tra iper e b
(costruzione/intersezione di due oggetti)

• 2 creare la retta r per AB e la retta sper CD (creazione/retta per due punti)
• 3 costruire il punto O* intersezione tra r ed s (costruzione / intersezione di due oggetti)    
• 4 creare la retta t per O’O’’ (creazione / retta per due punti)
• 5 costruire il punto E intersezione tra t ed iper (costruzione / intersezione di due oggetti)
• 6 creare il cerchio c di centro O* per E (creazione / cerchio centro - punto)

▼ macro “retta perpendicolare a due iperparallele”
• 1 selezionare come oggetti iniziali iper, O, a, O’ , b e O’’
• 2 selezionare come oggetti finali c e O*

L’unicità della retta perpendicolarea due rette iperparalleleimplica l’impossibilità di costruire un
quadrilaterocon quattro angoli retti 

_ Data una retta a, un suo puntoP e la perpendicolareb per P, fissato un puntoQ su b, la paralle-
la c per Q ad a forma con b un angolo bQc non retto, l’ampiezza varia al variare di Q su b ? 
Costruzione dell’esperienza: (vedi la figura II.9)

• fisso una coppia di segmenti X e Y ortogonali di origine O’
• costruisco le tangenti  r ed s in Q a b e c
• costruisco l’angolo AO’X isometrico a  bQc

figura II.9 
muovo P su b, l’ampiezza dell’angolobQc non è costante , dipende dalla distanzadi P da a : al
diminuire della distanzaaumenta l’ampiezza dell’angolo.

■ II.2 Cerchio, orociclo e iperciclo
Nel paragrafo precedente abbiamo osservato che nel modello si possono individuare tre tipi di fasci:

• fascidel  I tipo, costituiti dalle rettepassanti per un puntoproprio, detto centro
• fascidel II tipo, costituiti dalle retteche hanno lo stesso punto improprio
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• fasci del III tipo, costitui-
ti da rette perpendicolariad
un rettadata.
Dato un fascioed un punto P,
considero il luogo dei punti
simmetricidi P rispetto alle
rettedel fascio:

• se il fascioè del I tipo e
P non è il centro (vedi la figu-
ra II.10) il luogo descritto è
un cerchio.

Come tradurre in termini
euclidei i l luogo prima
descritto ?
Costruisco (vedi la figura
II.11)

• due rette a e b apparte-
nenti al fasciodi centro A,

• P’ = inv a(P) e P’’ =
invb(P’)

• il cerchio c per P, P’ e
P’’

• una rettad del fascioper A
• Q = invd(P” )

al variare di d il punto Q si
muove sul cerchio c, il cer-
chio di centro A per P è un
cerchio euclideo; dalla costru-
zione segue che 

• le rettedel fasciopassano
per due punti  A e A’ =
inv iper(A)

• il cerchio c è ortogonale
ad ogni rette del fascio
Le proprietà precedenti mi
permettono di caratterizzare in
termini euclidei il cerchio di
centro A passante per P.

Siano A , P, O non allineati
(vedi la figura II.12)

• 1 costruire il punto A’
corrispondente per inversione
rispetto ad iper di A (costru-
zione/inversione) 

• 2 costruire il cerchio q di
centro O’ per i punti A, P, A’
(costruzione/cerchio per tre
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punti)
• 3 creare la retta s per O’ e P (creazio-

ne/cerchio per due punti)
• 4 costruire la retta t per P e perpendi-

colare a s (costruzione/retta perpendicola-
re)

• 5 creare la retta u per A e A’ (creazio-
ne/retta per due punti)

• 6 costruire il punto O* intersezione tra
la retta t e  la retta u (costruzione/interse-
zione di due oggetti)

• 7 creare il cerchio c di centro B e pas-
sante per P (creazione/cerchio cen-
tro,punto)
▼ macro “cerchio centro - punto”

• 1 selezionare come oggetti iniziali
iper, O, A e P

• 2 selezionare come oggetto finale c
La costruzione può essere ottimizzata
costruendo solo il centro del cerchio q.

La procedura precedente non è più possibile quando O, A, P sono allineati perché il cerchio q non
è più costruibile, posso comunque, scelto il punto R non appartenente alla retta AP ,

• 1 costruire il cerchio w ortogonale ad iper perA ed R,
• 2 costruire il punto P’ corrispondente di P rispetto all’inversione individuata da w
• 3 costruire il cerchio di centro A e passante per P’.

• se il fascioè del II tipo (vedi la figura II.13) il luogo descritto è un orociclo.
Ripeto il procedimento proposto nel caso precedente e scopro che l’orociclo è un cerchio tangente a
iper.

• se il fascioè del III tipo e P non è sull’asse (vedi la figura II.14) del fascioil luogo descritto è
un iperciclo.

figura II.13                                                                                                                         figura II.14
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Il luogo è ancora una rettacome nel caso euclideo ?
Scelto un puntoP sull’ iperciclo c costruisco P’ = inv iper(P), P’Ó c (vedi la figura II.15),c non è
una rettadel modello.

figura II.15                                                                                                                         figura II.16

_ Nella geometria euclidea  fissati tre punti non allineati esiste ed è unico il cerchio  per i punti dati,
cosa accade nel modello ?
Traduco il problema sul Cabri:

• 1 creare i punti A, B e C
• 2 costruire le rettea, b e c assidei segmentiAB, BC e AC

muovo C sul disco iper, le tre rettepossono essere
• incidenti, (vedi la figura II.16), appartengono allora ad un fasciodel I tipo, l’ intersezioni delle

tre retteè il centrodel  cerchio passante per i tre punti
• parallele, (vedi la figura  II.17), appartengono allora ad un fasciodel II tipo,i  tre punti appar-

tengono all’orociclo per il punto impropriodel fascio

• iperparallele, (vedi la figura II.18), in questo
caso è necessaria una ulteriore esperienza per stabili-
re se le rette a, b e c appartengono ad un fasciodel
III tipo:

• 1 costruisco la perpendicolarealle rette ae b,
• 2 fisso P, Q e R su c,
• 3 costruisco i simmetrici P’, Q’ e R’ di P, Q
e R.

P’, Q’ e R’ appartengono a c, posso congetturare
l’appartenenza delle tre rettead un fasciodel III tipo.

Dall’esperienza precedente concludo che 
• tre punti individuano sempre o un cerchio, o
un orocicloo un iperciclo;

un triangolo è, quindi, sempre inscrivibile  o in un
cerchio, o in un orociclo o in un iperciclo , cioè i
suoi assi  appartengono allo stesso fascio.
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figura II.18

■ II.3  Rotazione, orotraslazione e traslazioni
Nello studio delle trasformazioni geometriche in ambito euclideo si dimostra che le rotazioni e le
traslazioni si ottengono come composizioni di due simmetrie assiali con assi rispettivamente inci-
denti e paralleli, ed in generale che ogni isometria è la composizione di al più tre simmetrie assiali,
cosa accade in ambito non euclideo ? (vedi [5])
Siano r ed s rettedel modello, definisco la trasformazione

P°invr[invs(P)]
Per determinare il corrispondente del puntoP

• 1 costruire due rette r e s (costruzioni/cerchio ortogonale per due punti)
• 2 creare un punto P (creare/punto di base)
• 3 costruire P’ = invs(P) (costruzione/inversione circolare)
• 4 costruire P’’ = invr(P’) (costruzione/inversione circolare)

▼ macro “ composizione di due h-simmetrie”
• 1 selezionare come oggetti iniziali r e sed i rispettivi centri
• 2 selezionare come oggetti come oggetto finale P’’ .

• se r ed ssono incidenti in A,
creo il puntoQ, costruisco il puntoQ’ = invr[invs(Q)] muovo Q, osservo che l’unico puntounito è
A,
creo due retteu e v

• incidenticostruisco u’ = invr[invs(u)] e v’ = invr[invs(v)], u’ e v’ sono rette  incidenti (vedi la
figura II.19.a)

• parallele, costruisco u’ = invr[invs(u)] e v’= invr[invs(v)], u’ e v’ sono rette  parallele(vedi la
figura II.19.b)

• appartenenti ad un fasciodel III tipo, costruisco u’ = invr[invs(u)] e v’ = invr[invs(v)], u’ e v’
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appartengono ad un fasciodel III tipo (vedi la figura II.19.c).

figura II.19.a                                           figura II.19.b                                                 figura II.19.c
• se r ed s sono parallele, non riesco a determinare

punti uniti, rette incidenti si trasformano in rette
incidenti, rette parallelein rette parallele, rette apparte-
nenti ad un fasciodel III tipo in rette appartenenti ad un
fasciodel III tipo, il fascioindividuato da r ed s si trasfor-
ma in sé (vedi la figura II.20)

• se r ed s appartengono ad un fasciodel III tipo non
individuo punti uniti, rette incidenti si trasformano in
rette incidenti, rette parallelein rette parallele, rette
appartenenti ad un fasciodel III tipo in rette appartenenti
ad un fascio del III tipo, la perpendicolaread r ed s è
unita (vedi la figura II.21)

• Esiste una isometriache manda due punti A e B di
una retta r in due puntiA’ e B’ di una rettas e che manda
uno dei due semipianidi bordo r in un fissato semipiano
con bordo s ? (vedi la figura II.22)

Costruisco l’assedi AA’ , A si trasforma in A’ e B in B’’ ;
costruisco la bisettrice dell’angolo B’’A’B’ , B’’ si tra-
sforma in B’ , A’ è fisso:A’B’ = s ° r (AB).
Il semipianocontenente P si trasforma nel semipianocon-
tenente P’, se applico la simmetriadi asse s il semipiano
corrispondente è quello che contiene P’’ .

■ II.4  Triangoli del modello
_ Fissato un triangolo le altezze, le mediani, le bisettrici
appartengono ad uno stesso fascio? (vedi [3])

• fissati i punti A, B e C
• costruisco le altezzeh, k e j , (vedi la figura II.23); al

variare di C in iper le tre rette o appartengono ad un
fasciodel I tipo,(vedi la figura II.23.a), o appartengono a
un fasciodel II tipo, (vedi la figura II.23.b), o  sono iper-
paralle, ripeto l’esperienza fatta prima (vedi la figura
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II.23.c), le retteappartengono ad un fascio del III tipo;

figura II.23.a                                            figura II.23.b                                                figura II.23.c
• costruisco le bisettrici e, f e g, (vedi la figura

II.24); al variare di C in iper le tre rette apparten-
gono sempre ad un fasciodel I tipo

• costruisco le medianel, m e n , (vedi la figu-
ra II.25); al variare di C in iper le tre rette appar-
tengono sempre ad un fasciodel I tipo.
Il puntoG divide le medianein due parti tali che
una è doppia dell’altra ? Costruisco M punto
mediodi AG (vedi la figura II.25) , costruisco M’
simmetricodi  M rispetto al centro G, M’ non
coincide con il punto L , la proprietà è falsa nel
modello.
Le bisettrici determinano un fascio del I tipo,
posso quindi sempre inscrivere un cerchio in un
triangolo (vedi la figura II.26).
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_ Assegnato un segmentoè sempre possibile costruire un
triangolo equilatero? E’ equilangolo?
Fissati i punti A e B, costruisco il cerchioc di centro A per
B ed il cerchiod di centro B per A, costruisco l’intersezio-
ne C tra c e d, i punti A, B e C sono vertici di un triangolo
equilatero, sono anche vertici di un triangolo equiangolo ?
(vedi la figura II.27)
Costruisco le medianel ed m, trasformo il triangolo rispet-
to alla rotazioneindividuata dalle rette l ed m, osservo che
(vedi la figura II.27) ABC si trasforma in sé, posso quindi
concludere che il triangoloè equiangolo.

Quale è l’ampiezza degli angoli ?
Considero la seguente costruzione, (vedi la figura II.28) :

• 1 costruire un cerchioc di centro A per B (costruzio-
ni/cerchio)

• 2 fissare un puntoP1su c (costruzioni/punto su un oggetto)
• 3 costruire un cerchio c1di centro P1per A (costruzioni/cerchio)
• 4 costruire il punto P2 intersezione tra c e c1 

ripetere i punti • 3 e• 4 a Pi per i= 2, ...., 6;
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la costruzione precedente non divide il cerchio in
sei parti congruenti, la somma delle ampiezze
degli angoli con vertice in A è minore di due
angoli piatti, l’ampiezza dell’angolo di un trian-
golo equilatero non è, quindi, 1/3 dell’angolo
piatto, inoltre per ogni scelta del raggio del cer-
chio la posizione dell’ultimo puntocostruito dalla
precedente procedura varia, l’ampiezza dell’an-
golo dipende dalla lunghezza del lato.

_ Assegnati tre angoli quanti triangoli posso
costruire ?
Fissati gli angoli x, y e z, voglio costruire il trian-
golo che ha un lato sulla retta r , un vertice nel
punto A di r , gli angoli isometrici ad x, y e z.
Per realizzare tale costruzione devo

• 1 individuare una rettas tale che /rAs = x
• 2 prendere un puntoB su s e determinare una

retta t tale che /sBt = y
• 3 costruire, se esiste, il punto C = r >t ,

costruire una rettau tale che /uCt = z e B = u>s.
Per determinare s, t e u, risolvo il seguente problema :
dato un cerchio c1, un segmento AB contenuto nel disco c1 costruire un  cerchio c2 tangente al seg-
mento AB ed ortogonale a c1. (vedi la figura II.29)

Il cerchio c2 ortogonale a c1 quindi A e A’ = invc1(A)appartengono a  c2, il punto O centro di c2
appartiene alla retta r asse di AA’ , AB è tangente a  c2 in A quindi O appartiene alla retta s perpen-
dicolare ad AB in A.
Applico la costruzione precedente alla retta che forma con la tangente ad r in  A un angolo di
ampiezza x, ripeto la procedura per B e per C (vedi la figura II.30).

Sposto B, esiste una sola configurazione in cui u = t, è unico il triangolocon angoli assegnati.
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■ II.5 Quadrilateri e poligoni regolari
Nel caso euclideo la nozione di convessità di un quadrilatero è legata alla incidenza delle diagonali,
posso estendere questo risultato ai quadrilateridel modello ?
Costruisco il quadrilatero convesso ABCD, il punto E, intersezione delle diagonali, è interno al
quadrilatero (vedi la figura II.31.a), se  la condizione di convessità non è verificata E è esterno
(vedi la figura II.31.b) 

figura II.31.a                                                                                                                   figura II.31.b

Costruisco alcuni quadrilateri convessiche hanno simmetrie
_ Parallelogrammi
Dati tre punti A, B e C esiste un quarto puntoD in modo che la quaterna A, B, C e D si trasformi
in sé rispetto ad una simmetria centrale?
Creo i punti A, B e C, (vedi la figura II.32)
costruisco 

• il punto medioM del segmento AC,
• le retter ed s per M tra loro perpendicolari,
• D = invs[invr(B)]; 

figura II.32
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scopro che i lati opposti sono iperparalle-
li ed isometrici, gli angoli opposti  iso-
metrici, le diagonali si bisecano.

Quali proprietà verificano i parallelo-
grammi che sono trasformati in sé sia da
una simmetriadi asser che da una sim-
metria di asses, con r ed  s perpendico-
lari passanti per M ? 

• se AÓr e AÓs, (vedi la figura II.33),
costruisco B = invr(A), C = invs(B), D =
inv r(C), il quadrangoloha gli angoli
interni isometricie non retti, i lati opposti
e le diagonali rispettivamente isometriche
(quadrangolo equiangolo);

• se  A[r e B[s, (vedi la figura II.34)
costruisco C = inv r(A) e D = invs(B), il
quadrangoloha i lati isometrici e le dia-
gonali perpendicolari(rombo);

se i vertici di un parallelogrammosi tra-
sformano in sé sia rispetto agli assi dei
lati opposti che rispetto alle rette per i
vertici opposti ottengo un  parallelogram-
mo con quattro lati  e quattro angoli iso-
metrici (quadrato), (vedi la figura II.35).

Il quadratoè quindi inscrivibile in un cer-
chio di centro l’intersezione delle diago-
nali. Non si può, invece, inscrivere un
triangolo rettangolo in un cerchioche ha
per diametro l’ipotenusa.  
Le diagonali del quadratosono perpendi-
colari, esiste, allora, una rotazioneche
trasforma il quadrilatero in sé, posso,
quindi, costruire il quadratodi centro e
vertice assegnato.
Allo stesso modo posso costruire un poli-
gonoche si trasforma in sé rispetto ad una
rotazioneche ha per ampiezza un sotto-
multiplo di un angolo giro.
Ad esempio per costruire un pentagonodi
centro E e con vertice A
devo costruire (vedi la figura II.36.a)

• un angolo XO*Y di ampiezza pari ad
1/5  dell’angolo giro

• la bisettrice t di XOY
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• i cerchi a e b tangenti rispettivamente a t ed a O*X in O*
• determinare A i+1trasformato A i rispetto alla rotazione di centro O* individuata dalle rette a e

b, con i=1, ......., 4 (vedi la figura II.36.b).

figura II.36.a                                                                                                                   figura II.36.b

■ II.6  Tangenti al cerchio per un punto esterno
E’ possibile circoscrivere un triangolo ad un cerchio? Per risolvere il problema devo costruire le
tangential cerchioper un puntoesterno.
Nel caso euclideo per determinare le tangenti ad un cerchio per un punto P esterno utilizzo la pro-
prietà dell’angolo al centro e dell’angolo alla circonferenza che insistono sullo stesso arco.
Nel modello questo non vale. 

Le tangentisono rette del modello, allora, (vedi la figura II.37), devo costruire un cerchio per G e
G’ = inv iper (G) tangente a b:

• 1 costruire la retta f per G e B
• 2 costruire le intersezioni E ed F tra  f e b
• 3 creare la retta r per GG’ e la retta sper EF
• 4 costruire il punto D intersezione tra r ed s
• 5 costruire il punto A centro del cerchio b
• 6 costruire il punto C punto medio di DA
• 7 creare il cerchio d di centro C per D
• 8 costruire le intersezioni H ed I tra b e d
• 9 costruire le rette eed a rispettivamente per GH, GI

Per il teorema della corda e della secante il punto D intersezione tra la retta  r e la retta s appartiene
alla tangente al cerchio b, costruisco il cerchio d per determinare i punti di contatto delle tangenti
a ed e di b.
Dato un puntoQ sulla rettaa, esiste una rettaper Q tangentea b ed incidente e? 
(vedi la figura II.38)
I punti H ed I sono simmetricirispetto alla simmetriadi asse f, per determinare la retta tangentea
b per Q costruisco la retta per QB, determino il puntoK simmetricodi I , costruisco la retta v tan-
genteal cerchio, variando la posizione di Q v ed e non hanno punti comuni, non è sempre possibile
inscrivere un cerchiodato in un triangolo.
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figura II.37  

figura II.38

■ II.7 Proprietà proiettive del modello
I teoremi di Pappo e Desaurgues sono validi nel modello ? (vedi [5])
▼ Teorema di Pappo
Costruisco (vedi la figura II.39) una retta r per i punti A1 e  A2 ed una retta  s per  B1 e B2 scelgo un
punto A3 su r ed un punto B3 su s,
costruisco le retteper A1B2, A1B3, A2B1, A2B3, A3B1 e A3B2 e le tre intersezioni                 

C3= A1B2>A2B1, C2= A1B3>A3B1e C1= A2B3>A3B2

costruisco la retta t per i punti C1 C2, il punto C3[ t,muovendo il punto  A3 su r l’allineamento dei
puntiC1 C2 e C3 si conserva.
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figura II.39

Se elimino la condizione di appartenenza di A3 ad r si perde l’allineamento dei puntiC1 C2 e C3.
L’esperimento precedente da gli stessi risultati nel caso del cerchio(vedi la figura II.40)

figura II.40

E per la parabola?
Individuo il luogo descritto dai punti equidistantidal puntoF e dalla rettad (vedi la figura II.41)

• costruire la rettad
• costruire il punto K su d
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• creare il punto F
• costruire la perpendicolaret per K a d
• costruire l’asses di FK
• determinare l’intersezione  P tra s e t

figura II.41

Ripeto l’esperimento del cerchiosulla parabola (vedi la figura II.42), scopro che si verificano gli
stessi risultati  dell’esplorazione precedente.

figura II.42
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In maniera analoga posso esplorare le possibili configurazioni che si presentano variando la posi-
zione dei punti e scoprire che .........

▼ Teorema di Desargues
Costruisco tre rette incidenti in V, (vedi la figura II.43), su ognuna scelgo rispettivamente i punti A
e A’ , B e B’ , C e C’ , individuo
C’’ = AB>A’B’ , B’’ = AC>A’B’ e A’’ =BC>B’C’
traccio laretta r per  A’’B’’ , osservo che  C’’ [ r ,

figura II.43
muovo C, (vedi la figura II.44), scopro che se la retta per AB è parallela alla retta per A’B’ allora
la rettaper A’’B’’ appartiene allo stesso fascio.

figura II.44
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se le retteper AA’ , BB’ e CC’ appartengono ad un  fasciodel terzo tipo, (vedi la figura II.45), indi-
viduato da a, se B’’ e C’’ esistono le retteBC, B’C’ e B’’C’’ appartengono allo stesso fascio.

figura II.45

Esploro tutte le altre configurazione scopro che
• se A’’ , B’’ e C’’ esistono sono allineati
• se B’’ e C’’ esistono allora le retteper BC, B’C’ e B’’C’’ appartengono allo stesso fascio.

■
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Il dominio di applicazione

del Cabri

può essere esteso alla geometria

non euclidea. 

Costruito con l’opzione

macrocostruzione

un menu iperbolico per il modello

di Poincaré

sul disco si può iniziare

l’esplorazione del modello

alla ricerca di analogie

e diversità

rispetto al modello euclideo.
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